
Dodatek A

Piotr Jacek Suchomski

Przestrze« liniowa. Podprzestrze«. Przeksztaªcenie liniowe

Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym, a X niepustym zbiorem. Zakªada si¦, i»
w zbiorze X okre±lone s¡ dwa dziaªania:

- dodawanie elementów zbioru X: X ×X 3 (a, b) 7→ a + b ∈ X,

- mno»enie elementów zbioru X przez elementy ciaªa K: K ×X 3 (α, a) 7→
αa ∈ X.

Elementy ciaªa K nazywane s¡ skalarami, za± elementy zbioru X - wektorami.
Zbiór X jest przestrzeni¡ liniow¡ (wektorow¡) nad ciaªem K, je»eli speªnione
s¡ nast¦puj¡ce warunki:

- a + b = b + a ∀(a, b) ∈ X ×X,

- (a + b) + c = a + (b + c) ∀(a, b, c) ∈ X ×X ×X,

- równanie a+x = b ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie w zbiorze X oznaczane
jako x = b− a ∀(a, b) ∈ X ×X,

- α(a + b) = αa + αb ∀(α, a, b) ∈ K ×X ×X,

- (α + β)a = αA + βA ∀(α, β, a) ∈ K ×K ×X,

- α(βa) = (αβ)a ∀(α, β, a) ∈ K ×K ×X,

- 1a = a ∀a ∈ X, gdzie 1 ∈ K jest jedno±ci¡ ciaªa K.
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2 DODATEK A.

Element 0X ∈ X taki, »e ∀a ∈ X zachodzi a + 0X = a nazywany jest
zerem przestrzeni X. Z kolei, elementem odwrotnym do a ∈ X jest taki
element b ∈ X, »e a + b = 0X . Element odwrotny do a oznaczany jest
przez −a . ∀a ∈ X zachodzi 0a = 0X , gdzie 0 ∈ K oznacza zero ciaªa K.
Z powy»szej de�nicji przestrzeni liniowej wynika, i» zbiór X z dziaªaniem
dodawania wektorów tworzy struktur¦ algebraiczn¡ grupy przemiennej.

Niech Xi ⊂ X, i ∈ {1, . . . , k}, oznacza rodzin¦ podzbiorów przestrzeni
liniowej X. Przez sum¦ algebraiczn¡ tych podzbiorów rozumie si¦ zbiór

k∑

i=1

Xi =

{
a ∈ X : a =

k∑

i=1

ai, ai ∈ Xi, i ∈ {1, . . . , k}
}

.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡. Podzbiór X0 ⊂ X nazywany jest pod-
przestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X, je»eli speªnia aksjomaty przestrzeni lin-
iowej z dziaªaniem grupowym i mno»eniem przez skalar obci¦tymi do X0.
Rozmaito±ci¡ liniow¡ (hiperpªaszczyzn¡) w X jest ka»dy podzbiór o postaci:
{a ∈ X : a = {a0}+ X0}, gdzie a0 ∈ X, za± X0 ⊂ X jest podprzestrzeni¡
liniow¡ w X. Prost¡ przechodz¡c¡ przez punkt a0 ∈ X w kierunku a1 ∈ X
jest nast¦puj¡cy podzbiór przestrzeni X: {a ∈ X : a = a0 + αa1, α ∈ K}.
Ka»da prosta przechodz¡ca przez punkt 0X ∈ X jest podprzestrzeni¡ liniow¡
przestrzeni X.

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciaªem K,
a zbiór D(A) ⊂ X podprzestrzeni¡ liniow¡ w X. Przeksztaªcenie (odw-
zorowanie) A : X ⊃ D(A) → Y nazywane jest liniowym, gdy speªnione s¡
nast¦puj¡ce warunki:
- A(αa) = αA(a) ∀(α, a) ∈ K ×D(A) ⊂ K ×X,

- A(a + b) = A(a) + A(b) ∀(a, b) ∈ D(A)×D(A) ⊂ X ×X .
Warto±¢ przeksztaªcenia liniowego A dla a ∈ D(A) oznacza si¦ jako Aa.

Zbiór D(A) ⊂ X nazywany jest dziedzin¡ przeksztaªcenia A. Przez L(X, Y )
oznacza si¦ zbiór wszystkich przeksztaªce« liniowych okre±lonych na dziedz-
inach zawartych w X oraz o warto±ciach w Y . Nale»y zauwa»y¢, i» w ogól-
no±ci L(X,Y ) mo»e nie by¢ przestrzeni¡ liniow¡ ze wzgl¦du na odmiennie
zde�niowane dziedziny przeksztaªce« tego zbioru. Gdy rozwa»a si¦ przeksz-
taªcenia liniowe okre±lone na caªej przestrzeni X o warto±ciach w Y , zbiór
L(X,Y ) oznaczany teraz jako L0(X, Y ), jest przestrzeni¡ liniow¡. Zachodzi
przy tym L0(X,Y ) ⊂ L(X, Y ). Zbiory L(X,X) oraz L0(X, X) oznacza si¦
odpowiednio L(X) oraz L0(X).

Dalsze rozwa»ania dotyczy¢ b¦d¡ przestrzeni liniowych nad ciaªem liczb
rzeczywistych R oraz zespolonych C.
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Wektory i macierze
Niech Rm×n oznacza przestrze« liniow¡ macierzy rzeczywistych o wymiarach
m× n

A ∈ Rm×n ⇔ A = [aij ]i∈{1,...,m}, j∈{1,...,n} = [aij ]m,n =




a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn


 .

Niekiedy elementy macierzy A ∈ Rm×n indeksujemy jako ai,j , gdzie i ∈
{1, . . . , m} oraz j ∈ {1, . . . , n}.
Oprócz dodawania macierzy (Rm×n × Rm×n → Rm×n)

C = A + B : cij = aij + bij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}
oraz mno»enia macierzy przez skalar (R× Rm×n → Rm×n)

B = αA : bij = αaij , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}
do podstawowych dziaªa« zde�niowanych dla macierzy nale»¡:

- mno»enie macierzy (Rm×n × Rn×p → Rm×p)

C = AB : cij =
n∑

k=1

aikbkj , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , p}

- transpozycja macierzy (Rm×n → Rn×m)

B = AT : bij = aji, i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n} .

Przez Rm rozumie si¦ przestrze« liniow¡ wektorów kolumnowych (Rm ≡
Rm×1). Wspóªrz¦dne wektora x ∈ Rm oznacza si¦ przy pomocy pojedynczej
notacji indeksowej x = [ x1 · · · xm ]T . ∀(x, y) ∈ Rm × Rn okre±lony jest
iloczyn zewn¦trzny xyT ∈ Rm×n

xyT =




x1y1 · · · x1yn
... . . . ...

xmy1 · · · xmyn


 ∈ Rm×n .

∀(x, y) ∈ Rm×Rm okre±lony jest iloczyn wewn¦trzny xT y ∈ R tych wektorów

xT y =
m∑

i=1

xiyi.
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Macierz A ∈ Rn×n nazywana jest rzeczywist¡ macierz¡ kwadratow¡.
Macierz kwadratowa In ∈ Rn×n o postaci

In =




1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1




jest macierz¡ jednostkow¡ w Rn×n. Je»eli macierze kwadratowe A,B ∈ Rn×n

speªniaj¡ równanie AB = In, wówczas o macierzy B mówi si¦, »e jest
macierz¡ odwrotn¡ macierzy A (co zapisujemy jako B = A−1), za± macierz
A nazywa si¦ macierz¡ nieosobliw¡. Analogicznie mamy A = B−1). Dla
danej nieosobliwej macierzy A ∈ Rn×n macierz odwrotna A−1 ∈ Rn×n jest
jednoznacznie wyznaczon¡ macierz¡ nieosobliw¡. Dla nieosobliwej macierzy
A ∈ Rn×n zachodzi (A−1)−1 = A, a ponadto (A−1)T = (AT )−1, co pozwala
na przyj¦cie oznaczenia A−T ≡ (A−1)T .

Liniowa niezale»no±¢. Baza
Niech {ai ∈ Rm}n

i=1 b¦dzie zbiorem wektorów. Wektor a ∈ Rm, dla którego
zachodzi

a =
n∑

i=1

αiai, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}

jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów {ai ∈ Rm}n
i=1. Niech P ⊂ Rm b¦dzie

podzbiorem przestrzeni Rm. Zbiorowi temu mo»na przyporz¡dkowa¢ nast¦pu-
j¡cy podzbiór spanP ⊂ Rm

spanP =

{
a ∈ Rm : a =

k∑

i=1

αiai, k ∈ N, αi ∈ R, ai ∈ P, i ∈ {1, . . . , k}
}

nazywany powªok¡ liniow¡ zbioru P . Powªoka spanP jest najmniejsz¡ (ze
wzgl¦du na inkluzj¦) podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm zawieraj¡c¡
zbiór P . O powªoce spanP mówi si¦ tak»e jako o podprzestrzeni liniowej
rozpi¦tej na zbiorze P .

Niech P1 i P2 b¦d¡ podzbiorami przestrzeni liniowej Rm. Zbiory te s¡
wzajemnie liniowo niezale»ne, gdy P1 6= {0m}, P2 6= {0m} oraz spanP1 ∩
spanP2 = {0m}. A zatem, »adnego niezerowego wektora ze zbioru P1 nie
mo»na przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorów ze zbioru P2 i na
odwrót. Zbiór P ⊂ Rm jest liniowo niezale»ny, je»eli 0m /∈ P oraz ∀a ∈ P
przekrój {a}∩ span {P\{a}} jest zbiorem pustym: {a}∩ span {P\{a}} = ∅.
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Z powy»szego wynika, »e wektory {ai ∈ Rm}n
i=1 s¡ liniowo niezale»ne (tworz¡

ukªad wektorów liniowo niezale»nych), je»eli



n∑

j=i

αiai = 0m, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}

 ⇒ (αi = 0, i ∈ {1, . . . , n}) .

W przeciwnym razie wektory {ai ∈ Rm}n
i=1 nazywane s¡ wektorami liniowo

zale»nymi � co oznacza, »e istniej¡ takie skalary αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}, nie
wszystkie równe zeru, dla których powy»sza kombinacja liniowa jest wek-
torem zerowym 0m ∈ Rm. Zbiór wszystkich kombinacji liniowych wektorów
{ai ∈ Rm}n

i=1 tworzy powªok¦ liniow¡ span {ai}n
i=1

Rm ⊃ span {ai}n
i=1 =

{
a ∈ Rm : a =

n∑

i=1

αiai, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}
}

.

Niech b ∈ span {aj}n
i=1. W przypadku, w którym wektory {ai}n

i=1, s¡ liniowo
niezale»ne, wektor b jest jednoznacznie okre±lon¡ kombinacj¡ liniow¡ tych
wektorów.

Niech {Si ⊂ Rm}k
i=1 b¦dzie rodzin¡ podprzestrzeni liniowych przestrzeni

Rm. Sum¡ tych podprzestrzeni jest zbiór

S1 + · · ·+ Sk =
k∑

i=1

Si =

{
s ∈ Rm : s =

k∑

i=1

ai, ai ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}
}

za± ich przekrojem � zbiór

S1 ∩ · · · ∩ Sk =
k⋂

i=1

Si = {s ∈ Rm : s ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}} .

Poniewa» 0m ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}, zatem przekrój dowolnych podprzestrzeni
liniowych przestrzeni Rm jest niepusty. Suma oraz przekrój podprzestrzeni
{Si ⊂ Rm}k

i=1 s¡ podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni Rm.
Podprzestrze« S ⊂ Rm jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni {Si ⊂ Rm}k

i=1,
co zapisuje si¦ jako

S = S1 ⊕ · · · ⊕ Si =
k⊕

i=1

Si

je»eli ∀s ∈ S posiada jednoznaczn¡ reprezentacj¦

s =
k∑

i=1

ai, ai ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k} .
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Podprzestrze« S ⊂ Rm jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni {Si ⊂ Rm}k
i=1 wtedy

i tylko wtedy, gdy:

- S = S1 + · · ·+ Sk,

- (S1+· · ·+Si)∩Si+1 = 0m, i ∈ {1, . . . , k−1} (co oznacza, »e podprzestrzenie
Si, i ∈ {1, . . . , k}, s¡ wzajemnie liniowo niezale»ne).

Zbiór wektorów {ai ⊂ Rm}k
i=1 nazywa si¦ baz¡ podprzestrzeni S ⊂ Rm,

je»eli

- ai ∈ S, i ∈ {1, . . . , k},
- ai, i ∈ {1, . . . , k}, s¡ liniowo niezale»ne,

- S = span {ai}k
i=1 .

Wszystkie bazy podprzestrzeni S ⊂ Rm maj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ elementów �
okre±lan¡ jako wymiar tej podprzestrzeni (dimS). Gdy S = {0m}, przyjmuje
si¦ dimS = 0.

Niech S ⊂ Rm b¦dzie k-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ liniow¡. Wtedy:

- baz¦ S tworzy ka»dy zbiór k liniowo niezale»nych wektorów nale»¡cych do
S,

- ka»dy zbiór k+1 wektorów nale»¡cych do S jest zbiorem wektorów liniowo
zale»nych,

- ka»dy zbiór wektorów liniowo niezale»nych nale»¡cych do S da si¦ uzu-
peªni¢ do bazy tej podprzestrzeni,

- je»eli wektory ai ∈ S, i ∈ {1, . . . , k}, tworz¡ baz¦ podprzestrzeni S to
∀a ∈ S posiada jednoznaczn¡ reprezentacj¦ w tej bazie

a =
k∑

i=1

αiai, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , k}

(skalary αi, i ∈ {1, . . . , k}, nazywane s¡ wspóªrz¦dnymi wektora a w
bazie {ai}k

i=1) .

Niech S1, S2 ⊂ Rm oznaczaj¡ podprzestrzenie liniowe przestrzeni Rm.
Wymiar sumy S1 + S2 tych podprzestrzeni okre±lony jest wzorem

dim(S1 + S2) = dimS1 + dimS2 − dim(S1 ∩ S2) .
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W przypadku sumy prostej S1 ⊕ S2 otrzymuje si¦

dim(S1 ⊕ S2) = dimS1 + dimS2 .

Wzory powy»sze mo»na bez trudu uogólni¢ na wi¦ksz¡ liczb¦ skªadników;
przykªadowo dla sumy prostej podprzestrzeni zachodzi

dim
k⊕

i=1

Si =
k∑

i=1

dimSi .

Macierz przeksztaªcenia liniowego
Macierz A ∈ Rm×n traktowa¢ mo»na jako macierz pewnego przeksztaªce-
nia liniowego Rn → Rm: x 7→ Ax. Zbiór wszystkich takich macierzy
jest bowiem izomor�czny ze zbiorem L0(Rn,Rm) wszystkich przeksztaªce«
liniowych przestrzeni Rn w przestrze« Rm. Wektor y = Ax ∈ Rm jest
obrazem wektora x ∈ Rn, za± dla danego wektora y ∈ Rm ka»dy wektor
x ∈ Rn, dla którego zachodzi y = Ax jest przeciwobrazem wektora y. Za-
uwa»my, »e gdy y /∈ A(Rn) taki przeciwobraz jest zbiorem pustym. Dla
A : Rn → Rm wyró»nia si¦ dwie podprzestrzenie tego przeksztaªcenia,
cz¦sto okre±lane tak»e jako podprzestrzenie zwi¡zane z macierz¡ A ∈ Rm×n.
Zbiór Im A ⊂ Rm zde�niowany jako

Im A = {y ∈ Rm : ∃x ∈ Rn ` y = Ax}

nazywany jest obrazem (przestrzeni¡ warto±ci, przestrzeni¡ zasi¦gow¡) przek-
sztaªcenia A (macierzy A). Zbiór KerA ⊂ Rn, okre±lany jako przestrze« ze-
rowa (j¡dro) odwzorowania A (macierzy A), zde�niowany jest nast¦puj¡co

KerA = {x ∈ Rn : Ax = 0m} .

Dla macierzy A =
[

a1 · · · an

] ∈ Rm×n, ai ∈ Rm, i ∈ {1, . . . , n}, obraz
Im A jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm rozpiet¡ na kolumnach tej
macierzy: ImA = span {ai}n

i=1. O ImA mówi si¦ jako o kolumnowej pod-
przestrzeni danej macierzy A. Przestrze« zerowa KerA macierzy A ∈ Rm×n

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rn.
Rz¡d przeksztaªcenia liniowego A : Rn → Rm (rz¡d macierzy A) de�n-

iowany jest jako
rankA = dim ImA .

Poniewa» zachodzi rankA = rankAT , zatem:
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- rz¡d macierzy A jest równy maksymalnej liczbie liniowo niezale»nych kol-
umn oraz maksymalnej liczbie liniowo niezale»nych wierszy tej macierzy,

- rankA ≤ min{m, n} .

Macierz A ∈ Rm×n jest macierz¡ regularn¡ (macierz¡ o peªnym rz¦dzie), gdy
rankA = min{m,n}. Dla dowolnego przeksztaªcenia liniowego A : Rn →
Rm (dowolnej macierzy A ∈ Rm×n) zachodzi

dimKerA + dim ImA = dim KerA + rankA = dimRn = n .

Wynika st¡d, i» dla macierzy kwadratowej A ∈ Rn×n poni»sze warunki s¡
równowa»ne:

- macierz A jest nieosobliwa,

- KerA = {0n},

- macierz A ma peªny rz¡d (rankA = n) .

W oparciu o podane wy»ej de�nicje mo»na pokaza¢, »e:

- rank a =
{

0 gdy a = 0n

1 gdy a 6= 0n
∀a ∈ Rn,

- rank (abT ) =
{

0 gdy (a = 0n) ∨ (b = 0m)
1 gdy (a 6= 0n) ∧ (b 6= 0m)

∀(a, b) ∈ Rn × Rm,

- rank (A + B) ≤ rankA + rankB ∀(A,B) ∈ Rm×n × Rm×n,

- rank (AB) ≤ min{rankA, rankB} ∀(A,B) ∈ Rm×n × Rn×p .

Dla dowolnych A ∈ Rm×n oraz B ∈ Rn×p zachodzi

rankAB = rankB − dim ImB ∩KerA

= rankA− dim ImAT ∩KerBT .

Podprzestrze« liniowa S ⊂ Rn jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ (in-
wariantn¡) przeksztaªcenia A : Rn → Rn, gdy ∀a ∈ S zachodzi Aa ∈ S.
Oznacza to, »e obraz podprzestrzeni S wzgl¦dem przeksztaªcenia A zawiera
si¦ w S: AS ⊂ S. Podprzestrze« tak¡ okre±la si¦ tak»e jako A-inwariantn¡.
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Ortogonalno±¢
Zbiór wektorów {xi ∈ Rm}k

i=1 jest ortogonalny, gdy xT
i xj = 0, i 6= j, i, j ∈

{1, . . . , k}. Je»eli ponadto xT
i xi = 1, i ∈ {1, . . . , k}, zbiór ten jest okre±lany

jako ortonormalny (dla zbioru takiego zachodzi zatem xT
i xj = δij , gdzie δij ,

i, j ∈ {1, . . . , k}, oznacza symbol Kroneckera). Fakt xT
i xj = 0 zapisujemy

jako xi ⊥ xj . O podprzestrzeniach Si ⊂ Rm, i ∈ {1, . . . , k}, mówi si¦,
»e stanowi¡ rodzin¦ podprzestrzeni wzajemnie ortogonalnych, gdy ∀(x, y) ∈
Si×Sj ⊂ Rm×Rm zachodzi xT y = 0, i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , k}. Niech S ⊂ Rm

oznacza podprzestrze« liniow¡ przestrzeni Rm. Ortogonalnym uzupeªnieniem
tej podprzestrzeni jest zbiór

Rm ⊃ S⊥ =
{
x ∈ Rm : xT y = 0 ∀y ∈ S

}
.

Zachodzi:

- S⊥ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm,

- dimS + dim S⊥ = m,

- ∀A ∈ Rm×n ImA⊥ = KerAT oraz Im (AT )⊥ = KerA .

Wektory {ai ∈ Rm}k
i=1 tworz¡ ortonormaln¡ baz¦ podprzestrzeni liniowej

S ⊂ Rm, gdy s¡ ortonormalne (a zatem liniowo niezale»ne!) oraz S =
span {ai}k

i=1. W przypadku, gdy dimS = k < m, baz¦ t¦ mo»na za-
wsze rozszerzy¢ do bazy ortonormalnej {a1, . . . , ak, ak+1, . . . , am} w Rm.
Zachodzi wówczas S⊥ = span {ai}m

i=k+1. Niech zatem wektory ai ∈ Rm,
i ∈ {1, . . . , m}, tworz¡ ortonormaln¡ baz¦ przestrzeni Rm. ∀a ∈ Rm w bazie
tej okre±lona jest jednoznaczna reprezentacja

a =
m∑

i=1

(aT
i a)ai .

Dla dowolnej (niekoniecznie ortonormalnej) bazy {ai ∈ Rm}m
i=1 istnieje i jest

jednoznacznie okre±lona baza sprz¦»ona {bi ∈ Rm}m
i=1, taka, »e:

- zbiór {bi ∈ Rm}m
i=1 jest baz¡ w przestrzeni Rm,

- bT
i aj = δij , i, j ∈ {1, . . . , m} .

O zbiorach {ai ∈ Rm}m
i=1 oraz {bi ∈ Rm}m

i=1 mówi si¦, »e stanowi¡ biortog-
onalny ukªad wektorów w Rm. W takim przypadku baz¦ sprz¦»on¡ {bi ∈
Rm}m

i=1 tworz¡ kolumny macierzy [ b1 · · · bm ] = [ a1 · · · am ]−T . Na-
le»y podkre±li¢, i» w przypadku k-wymiarowej podprzestrzeni S ⊂ Rm,



10 DODATEK A.

k < m baza sprz¦»ona danej bazy {ai ∈ S}k
i=1 tej podprzestrzeni mo»e

nie istnie¢ lub te» mo»e by¢ okre±lona niejednoznacznie.
Macierz A = [ a1 · · · an ] ∈ Rm×n, m ≥ n, jest kolumnowo ortogo-

nalna, je»eli jej kolumny ai, i ∈ {1, · · · , n}, s¡ niezerowe oraz tworz¡ ukªad
ortogonalny. Macierz A ∈ Rm×n, m ≥ n, jest zatem kolumnowo ortogo-
nalna wtedy i tylko wtedy, gdy AT A = In. Macierz A ∈ Rm×n, m ≤ n,
jest wierszowo ortogonalna, gdy AT jest kolumnowo ortogonalna. Macierz
A ∈ Rm×n, m ≤ n, jest zatem wierszowo ortogonalna wtedy i tylko wtedy,
gdy AAT = Im.

W przypadku macierzy kwadratowych A ∈ Rn×n wyró»nia si¦:
- macierze symetryczane: AT = A,

- macierze sko±nie symetryczne: AT = −A,

- macierze dodatnio okre±lone: xT Ax > 0 ∀x ∈ Rn\{0n},
- macierze dodatnio póªokre±lone (nieujemnie okre±lone): xT Ax ≥ 0 ∀x ∈

Rn,

- macierze nieokre±lone: ∃(x, y) ∈ Rn × Rn takie, »e (xT Ax)(yT Ay) < 0,

- macierze ortogonalne: AT A = In,

- macierze nilpotentne: ∃k ∈ N takie, »e Ak = 0n×n,

- macierze idempotentne: A2 = A .
Dla dowolnej macierzy ortogonalnej A ∈ Rn×n zachodzi:
- A jest kolumnowo oraz wierszowo ortogonalna,

- A jest nieosobliwa (A−1 = AT ), przy czym macierz odwrotna A−1 jest
tak»e macierz¡ ortogonaln¡,

- |det A| = 1,

- przeksztaªcenie A : Rn → Rn jest przeksztaªcenim Rn na Rn, a jego
niezmiennikiem jest iloczyn wewn¦trzny wektorów (∀(x, y) ∈ Rn × Rn

zachodzi bowiem (Ax)T (Ay) = xT y) .
Niech A,B ∈ Rn×n. Je»eli istnieje taka nieosobliwa macierz X ∈ Rn×n,

»e B = XT AX, wówczas o macierzach A i B mówi si¦, »e s¡ kongruentne.
Niezmiennikami relacji kongruencji s¡ cechy symetrii, sko±nej symetrii oraz
okre±lono±ci macierzy. Macierze A i B, dla których obowi¡zuje relacja B =
X−1AX s¡ macierzami podobnymi. Niezmiennikami relacji podobie«stwa
macierzy s¡ widma tych macierzy, ich wyznaczniki oraz ±lady.
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Rzuty

Niech Rn = M ⊕ W , gdzie M, W ⊂ Rn oznaczaj¡ pewne podprzestrzenie
liniowe przestrzeni Rn. ∀x ∈ Rn istnieje wówczas jednoznaczne przedstawie-
nie x = xM + xW takie, »e xM ∈ M oraz xW ∈ W . Przeksztaªcenie liniowe
P : Rn → M , zde�niowane jako

x 7→ Px = xM

nazywane jest rzutem przestrzeni Rn na podprzestrze« M równolegªym do
podprzestrzeni W . Podprzestrze« M okre±lana jest jako przestrze« rzu-
towania, a podprzestrze« W jako kierunek rzutowania przeksztaªcenia P . Z
powy»szej de�nicji wynika, »e:

- ImP = M oraz KerP = W ,

- gdy W = Rn rzut P jest przeksztaªceniem zerowym (P = 0n×n),

- gdy W = {0n} rzut P jest przeksztaªceniem identyczno±ciowym (P = In).

Macierz P ∈ Rn×n przeksztaªcenia rzutowego P : Rn → Rn jest
macierz¡ idempotentn¡ (P 2 = P ). Prawdziwe jest tak»e twierdzenie gªosz¡ce,
»e ka»de przeksztaªcenie liniowe P : Rn → Rn o idempotentnej macierzy
P jest przeksztaªceniem rzutowym. Przestrzeni¡ rzutowania tego przeksz-
taªcenia jest obraz ImP , a kierunkiem rzutowania j¡dro KerP , przy czym
w omawianym przypadku zachodzi Im P = {a ∈ Rn : Pa = a} oraz
KerP = {a ∈ Rn : a = b − Pb, b ∈ Rn}. Je»eli P ∈ Rn×n jest macierz¡
przeksztaªcenia rzutowego wówczas In − P jest macierz¡ przeksztaªcenia
rzutowego przestrzeni Rn na podprzestrze« KerP równolegªego do pod-
przestrzeni Im P . W przypadku, gdy W = M⊥ rzut przestrzeni Rn na
podprzestrze« M równolegªy do podprzestrzeni M⊥ nazywany jest rzutem
ortogonalnym Rn na M .

Niech {vi ∈ Rn}k
i=1 b¦dzie dowoln¡ ortonormaln¡ baz¡ podprzestrzeni

M o wymiarze dimM = k. Macierz P = V V T , gdzie V = [ v1 · · · vk ] ∈
Rn×k jest ow¡ jednoznacznie wyznaczon¡ macierz¡ rzutu ortogonalnego. ∀x ∈
Rn istnieje jednoznaczne przedstawienie x = xM + xM⊥ takie, »e xM ∈ M
oraz xM⊥ ∈ M⊥. Poniewa» xM mo»na wyrazi¢ jako

xM =
k∑

i=1

(vT
i xM )vi
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za± dla xM⊥ zachodzi V T xM⊥ = 0k, zatem

V V T x = V V T xM =
k∑

i=1

(vT
i xM )V (V T vi) =

k∑

i=1

(vT
i xM )V ei

=
k∑

i=1

(vT
i xM )vi = xM

gdzie przez ei ∈ Rk oznaczono i-ty wersor przestrzeni Rk, i ∈ {1, . . . , k}.
Macierz P rzutu ortogonalnego jest przeto symetryczn¡ macierz¡ idempo-
tentn¡ (P 2 = P , P T = P ).

Dla dowolnej podprzestrzeni M ⊂ Rn prawdziwe jest tak»e nast¦puj¡ce
twierdzenie: je»eli macierz P ∈ Rn×n speªnia warunki: ImP = M , P 2 = P
oraz P T = P , wówczas P jest macierz¡ rzutu ortogonalnego przestrzeni
Rn na podprzestrze« M . Z idempotentno±ci P wynika bowiem, »e P jest
macierz¡ rzutu Rn na M równolegªego do KerP . Poniewa» KerP = ImP T⊥

= Im P⊥, zatem kierunek rzutowania macierzy P jest ortogonalny do prze-
strzeni rzutowania M .

Zagadnienie wªasne
Zagadnienie wªasne, zwi¡zane z macierz¡ A ∈ Rn×n (liniowym operatorem
A : Rn → Rn (Cn → Cn), polega na wyznaczeniu zbioru wektorów wªasnych
{xi ∈ Rn}n

i=1, czyli zbioru kierunków A-niezmienniczych oraz zbioru warto±ci
wªasnych (widma) {λi ∈ R (C)}n

i=1, dla których zachodzi
Axi = λixi, xi 6= 0n, i ∈ {1, . . . , n} .

Aby jednorodne liniowe równanie (A − λiIn)xi = 0n posiadaªo niezerowe
rozwi¡zanie xi ∈ Ker (A− λiIn), xi 6= 0n, musi obowi¡zywa¢ nierówno±¢

dimKer (A− λiIn) > 0, i ∈ {1, . . . , n} .

Wynika st¡d, »e warto±ci wªasne {λi}n
i=1 wyznaczymy, rozwa»aj¡c warunek

rank (A− λiIn) < n, i ∈ {1, . . . , n} .

Warto±ci wªasne macierzy A musz¡ przeto speªnia¢ nast¦puj¡ce algebraiczne
równanie stopnia n

det(A− λiIn) = 0, i ∈ {1, . . . , n} .

Twierdzenie Cayley'a-Hamiltona gªosi, »e ka»da macierz A ∈ Rn×n speª-
nia swoje równanie charakterystyczne: ϕA(A) = 0n×n, gdzie ϕA(λ) = det(λIn

−A) jest charakterystycznym wielomianem tej macierzy.
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Rozkªad macierzy wedªug warto±ci szczególnych
Niech A ∈ Rm×n. Dowoln¡ tak¡ macierz mo»na przedstawi¢ w postaci
iloczynu

A = UΣV T

gdzie: U ∈ Rm×m oraz V ∈ Rn×n s¡ jest macierzami ortogonalnymi (UT =
U−1, V T = V −1), za± Σ ∈ Rm×n jest macierz¡ blokowo diagonaln¡

Σ =
[

Σr 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]

o diagonalnej podmacierzy Σr ∈ Rr×r

Σr = diag {σi}r
i=1 =




σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σr


 ,

gdzie r = rankA, za± nieujemne liczby

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0

to warto±ci szczególne macierzy A (osobliwe, singularne, st¡d svd - singular
value decomposition). Wygodnie jest przyj¡¢, »e σr+1 = · · · = σmin {m,n} =
0. Dana macierz A ∈ Rm×n posiada przeto r dodatnich warto±ci szczegól-
nych oraz min{m,n}−r zerowych warto±ci szczególnych. Kolumny ui ∈ Rm,
i ∈ {1, . . . , m} ortonormalnej macierzy U = [ u1 · · · um ] s¡ lewymi
wektorami szczególnymi macierzy A, za± kolumny vi ∈ Rn, i ∈ {1, . . . , n}
ortonormalnej macierzy V = [ v1 · · · vn ] nazywane s¡ prawymi wek-
torami szczególnymi macierzy A. Obowi¡zuj¡ nast¦puj¡ce u»yteczne rów-
no±ci:

- UT AV = Σ,

- uT
i uj = δij , i, j ∈ {1, . . . , m},

- vT
i vj = δij , i, j ∈ {1, . . . , n} .

Macierzy A ∈ Rm×n mo»na w jednoznaczny sposób przyporz¡dkowa¢
macierz pseudoodwrotn¡ A+ ∈ Rn×m. Pseudoodwrotno±¢ rozumiana jest w
sensie Moore'a-Penrose'a, co oznacza, »e macierz A+ musi speªnia¢ nast¦pu-
j¡ce relacje, które traktowa¢ mo»na jako de�nicj¦ omawianego typu uogól-
nionej odwrotno±ci:
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- A+A = (A+A)T ,

- AA+ = (AA+)T ,

- AA+A = A,

- A+AA+ = A+ .

Operacja pseudoodwracania macierzy charakteryzuje si¦ nast¦puj¡cymi wªas-
no±ciami:

- A++ = (A+)+ = A,

- (AT )+ = (A+)T ,

- dla nieosobliwej macierzy A ∈ Rn×n mamy A+ = A−1,

- je»eli dany jest rozkªad svd macierzy A ∈ Rm×n, wówczas rz¡d macierzy A
mo»na wyznaczy¢ w oparciu o indeks najmniejszej niezerowej warto±ci
szczególnej tej macierzy

rankA = arg min
1≤i≤min{m,n}

σi|σi>0 .

Macierz pseudoodwrotn¡ A+ wyrazi¢ mo»na, korzystaj¡c z rozkªadu macierzy
A ∈ Rm×n wedªug jej warto±ci szczególnych. Niech zatem b¦dzie dany taki
rozkªad A = UΣV T , gdzie: U ∈ Rm×m, Σ ∈ Rm×n, za± V ∈ Rn×n. Macierz
A+ przyjmuje posta¢

A+ = V Σ+UT ,

w której
Σ+ =

[
Σ−1

r 0r×(m−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

]
, Σ+ ∈ Rn×m,

za±

Σ−1
r = diag

{
σ−1

i

}r

i=1
=




σ−1
1 0 · · · 0
0 σ−1

2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 σ−1

r


 .

Rozwa»my ortonormalne bazy podprzestrzeni Im A ⊂ Rm oraz KerA ⊂
Rn zwi¡zanych z macierz¡ A ∈ Rm×n. Wymiary tych podprzestrzeni wynosz¡
dim ImA = r oraz dim KerA = n − r, gdzie r = rankA. Zakªada si¦ nie-
trywialny przypadek r ≥ 1. Baz¦ przestrze« kolumnowej Im A macierzy A
mo»na utworzy¢ z ka»dego obrazu r liniowo niezale»nych kolumn tej macierzy,
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otrzymanego w dowolnym nieosobliwym przeksztaªceniu liniowym. Baz¦
t¦ mo»na nast¦pnie podda¢ ortonormalizacji, uzyskuj¡c poszukiwan¡ baz¦
ortonormaln¡. Przykªadow¡ baz¦ ortonormaln¡ mo»na tak»e wyznaczy¢,
korzystaj¡c z rozkªadu svd macierzy A: A = UΣV T . W tym celu dokonuje
si¦ nast¦puj¡cej partycji macierzy czynnikowych U ∈ Rm×m oraz V ∈ Rn×n:

U =
[

Ur Ūr

] ∈ Rm×m, Ur ∈ Rm×r, Ūr ∈ Rm×(m−r)

V =
[

Vr V̄r

] ∈ Rn×n, Vr ∈ Rn×r, V̄r ∈ Rn×(n−r) .

Macierz A posiada zatem nast¦puj¡c¡ reprezentacj¦

A = UΣV T = UrΣrV
T
r .

Jak ªatwo zauwa»y¢

rankUr = rank Σr = rankVr = r

co oznacza, »e kolumny macierzy Ur, czyli odpowiednie lewe szczególne wek-
tory rozwa»anej macierzy A, stanowi¡ poszukiwan¡ ortonormaln¡ baz¦ pod-
przestrzeni Im A

ImA = span {ui}r
i=1 .

Rozwa»my z kolei przestrze« zerow¡ KerA danej macierzy A ∈ Rm×n.
Przyjmujemy, »e rozpatrujemy nietrywialny przypadek r < n. Poniewa»
przestrze« KerA jest ortogonalnym uzupeªnieniem przestrzeni kolumnowej
macierzy AT ∈ Rn×m, co zapisujemy jako KerA = ImAT⊥, a zatem na
podstawie równo±ci:

AT = V ΣT UT = VrΣT
r UT

r

ImAT = span {vi}r
i=1

oraz wªasno±ci macierzy V wnioskujemy, »e poszukiwan¡ ortonormaln¡ baz¡
podprzestrzeni KerA jest zbiór kolumn macierzy V̄r (czyli odpowiednie prawe
wektory szczególne rozwa»anej macierzy A)

KerA = span {vi}n
i=r+1 , dimKerA = rank V̄r = n− r .

Mamy ponadto
KerAT = span {ui}m

i=r+1

a tak»e:

span {ui}r
i=1 ⊕ span {ui}m

i=r+1 = Rm

span {vi}r
i=1 ⊕ span {vi}n

i=r+1 = Rn
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oraz:

span {ui}r
i=1 =

(
span {ui}m

i=r+1

)⊥

span {vi}r
i=1 =

(
span {vi}n

i=r+1

)⊥
.

Poszukuj¡c macierzy ortogonalnych projekcji na podprzestrzenie zwi¡zane
z macierz¡ A ∈ Rm×n, przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia:

PIm A � macierz ortogonalnej projekcji Rm na ImA,

PKer A � macierz ortogonalnej projekcji Rn na KerA,

PIm A⊥ � macierz ortogonalnej projekcji Rm na Im A⊥,

PKer A⊥ � macierz ortogonalnej projekcji Rn na KerA⊥ .

Dodatkowo dla macierzy transponowanej:

PIm AT � macierz ortogonalnej projekcji Rn na Im AT ,

PKer AT � macierz ortogonalnej projekcji Rm na KerAT .

Uwzgl¦dniaj¡c powy»sze ustalenia, otrzymujemy nast¦puj¡ce reprezentacje
macierzy wymienionych projekcji:

PIm A = UrU
T
r , PIm A ∈ Rm×m,

PKer A = V̄rV̄
T
r , PKer A ∈ Rn×n,

PIm A⊥ = PKer AT = ŪrŪ
T
r , PIm A⊥ , PKer AT ∈ Rm×m,

PKer A⊥ = PIm AT = VrV
T
r , PKer A⊥ , PIm AT ∈ Rn×n .

Ponadto:

rankPIm A = r,

rankPKer A = n− r,

rankPIm A⊥ = rankPKer AT = m− r,

rankPKer A⊥ = rankPIm AT = n− r .

Po wykonaniu elementarnych przeksztaªce« uzyskujemy u»yteczne formuªy:

AA+ = UrU
T
r ,

A+A = VrV
T
r ,
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z których wynikaj¡ nast¦puj¡ce reprezenatcje macierzy projekcji, wyra»one
przy u»yciu macierzy pseudoodwrotnej:

PIm A = AA+,

PKer A⊥ = A+A .

Zauwa»my wreszcie, »e na podstawie macierzy pseudoodwrotnej ªatwo jest
tak»e okre±li¢ macierze projekcji PIm A⊥ oraz PKer A:

PIm A⊥ = Im −AA+,

PKer A = In −A+A .

Norma
Niech X oznacza przestrze« liniow¡ nad ciaªem K. Funkcj¦ ‖ · ‖ okre±lon¡
na X, ‖ · ‖ : X → R, nazywamy norm¡, je»eli:

‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X,

‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀x ∈ X, ∀α ∈ K,

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X,

‖x‖ = 0 ⇔ x = 0X .

Gdy X = Rn lub Cn, wtedy dla x = [ xi · · · xn ]T mamy:

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

‖x‖∞ = max
i
|xi| .

Dla X = Rm×n lub Cm×n przy A = [aij ]m,n mamy:

‖A‖1 = max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij |

‖A‖∞ = max
1≤i≤m

n∑

j=1

|aij |

‖A‖F =




m∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2



1/2

‖A‖s = σ̄(A) = max
1≤i≤min{m,n}

σi(A) .
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Norma ‖ · ‖F to norma Frobeniusa (macierzowa norma euklidesowa, norma
Schura), za± ‖ · ‖s jest macierzow¡ norm¡ spektraln¡. Niech A ∈ Rm×n

(Cm×n). Rozwa»aj¡c wektorowe normy w przestrzeniach Rm (Cm) oraz
Rn (Cn), zde�niowa¢ mo»na odpowiednie indukowane macierzowe normy
(normy liniowego operatora A : Rn → Rm (Cn → Cm))

‖A‖ind = max
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

Kªad¡c wektorowe euklidesowe normy, mamy ‖ · ‖ind ≡ ‖ · ‖2 = ‖ · ‖s.

Liniowe zadanie najmniejszych kwadratów
Rozwa»my nast¦puj¡ce liniowe zadanie najmniejszych kwadratów

Ax = b,

gdzie A ∈ Rm×n, b ∈ Rm (przy czym zwykle zakªada si¦ m ≥ n), w którym
poszukiwane rozwi¡zanie x ∈ Rn speªnia nast¦puj¡cy warunek

x = arg min
y=arg min

z∈Rn
‖Az−b‖2, y∈Rn

‖y‖2 .

Z powy»szego wynika, »e jako rozwi¡zanie x przyjmuje si¦ to sposród rozwi¡-
za« y ∈ Rn problemu minimalizacji euklidesowej normy residualnego wektora

y = arg min
z∈Rn

‖Az − b‖2

które posiada najmniejsz¡ euklidesow¡ norm¦. Problem minimalizacji normy
‖Az−b‖2 mo»e bowiem, w ogólno±ci, nie posiada¢ jednoznacznego rozwi¡za-
nia.

Przyst¦puj¡c do rozwi¡zania liniowego zadania najmniejszych kwadratów,
zauwa»my przede wszystkim, »e euklidesowa norma danego wektora jest
niezmiennicza wzgl¦dem dowolnego ortogonalnego przeksztaªcenia: ‖x‖2 =
‖Tx‖2, ∀x ∈ Rn, ∀T ∈ Rn×n : T−1 = T T . Niech rankA = r < n. Stosuj¡c
rozkªad svd A = UΣV T , U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n oraz Σ ∈ Rm×n, uzyskujemy
nast¦puj¡c¡ reprezenatcj¦ euklidesowej normy wektora residualnego

‖Ax− b‖2 = ‖UΣ V T x− b‖2 = ‖Σ V T x− UT b‖2 = ‖Σ x̃− b̃‖2,

gdzie:

x̃ = V T x, x̃ =
[

x̃1 · · · x̃n

]T ∈ Rn,

b̃ = UT b, b̃ =
[

b̃1 · · · b̃m

]T ∈ Rm .
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Z kolei, uwzgl¦dniaj¡c posta¢ macierzy Σ , otrzymujemy

‖Σ x̃− b̃‖2 =

√√√√
r∑

i=1

(σix̃i − b̃i)2 +
m∑

i=r+1

b̃2
i .

Powy»sze wyra»enie, traktowane jako funkcja niewiadomych {x̃i}r
i=1, przyj-

muje warto±¢ minimaln¡ przy

x̃i =
b̃i

σi
, i ∈ {1, . . . , r} .

Zauwa»my, i» warto±¢ ta nie zale»y od {x̃i}n
i=r+1

‖Σx̃− b̃‖2

∣∣∣
x̃i=b̃i/σi, i∈{1,...,r}

=

√√√√
m∑

i=r+1

b̃2
i .

Aby zatem norma ‖x‖2 = ‖V x̃‖2 = ‖x̃‖2 miaªa minimaln¡ warto±¢, wspóª-
rz¦dne {x̃i}n

i=r+1 nale»y przyrówna¢ do zera

x̃i = 0, i ∈ {r + 1, . . . , n} .

Powy»sze rozumowanie mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej sformalizowanej
postaci, korzystaj¡c z poj¦cia macierzy pseudoodwrotnej

x̃ = Σ +b̃ = Σ+UT b ⇒ x = V x̃ = V Σ+UT b = A+b .

W przypadku, gdy macierz A ∈ Rm×n, m ≥ n, posiada peªny kolumnowy
rz¡d, rankA = n, zadanie minimalizacji euklidesowej normy wektora residu-
alnego Ax−b posiada jednoznaczne rozwi¡zanie, wynikaj¡ce z nast¦puj¡cego
ukªadu równa« normalnych

AT Ax = AT b .

W rozwa»anym przypadku

x =
(
AT A

)−1
AT b

co stanowi szczególn¡ posta¢ poprzednio okre±lonego ogólnego przepisu x =
A+b rozwi¡zania liniowego zadania najmniejszych kwadratów, przy czym
teraz

A+ =
(
AT A

)−1
AT .

Gdy macierz A ∈ Rm×n, m ≥ n, jest macierz¡ o niepeªnym kolumnowym
rz¦dzie, rankA = r < n, zadanie minimalizacji euklidesowej normy wektora
residualnego Ax− b nie posiada jednoznacznego rozwi¡zania.
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Zadania

Zadanie 1. Poka», »e ∀A ∈ Rn×n zarówno ImA jak i KerA s¡ pod-
przestrzeniami A-inwariantnymi.

Zadanie 2. Niech S ⊂ Rm b¦dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm.
Poka», »e: S⊥ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm oraz dimS⊥ =
m− dimS.

Zadanie 3. Poka», »e dowolne niezerowe ortogonalne wektory s¡ liniowo
niezale»ne.

Zadanie 4. Udowodnij, »e relacje kongruencji oraz podobie«stwa s¡ relac-
jami równowa»no±ci w Rn×n.

Zadanie 5. Poka», »e:

- macierz dodatnio okre±lona jest nieosobliwa, przy czym odwrotno±¢ macierzy
dodatnio okre±lonej jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡,

- odwrotno±ci nieosobliwych macierzy symetrycznych, nieosobliwych jednos-
tkowych macierzy trójk¡tnych oraz nieosobliwych macierzy trójk¡t-
nych s¡ odpowiednio nieosobliwymi macierzami symetrycznymi, jed-
nostkowymi macierzami trójk¡tnymi oraz macierzami trójk¡tnymi,

- macierz AT A, gdzie A ∈ Rm×n, jest macierz¡ dodatnio póªokre±lon¡;
macierz ta jest dodatnio okre±lona wtedy i tylko wtedy, gdy rankA = n
(A jest macierz¡ o peªnym kolumnowym rz¦dzie).

Zadanie 6. Niech A ∈ Rn×n. Czy mog¡ obowi¡zywa¢ nast¦puj¡ce relacje:

a) dim ImA = 0, b) dim KerA = 0, c) Im A ⊂ KerA,
d) KerA ⊂ Im A, e) KerA = ImA, f) KerA = ∅,
g) ImA = Rn, h) KerA = Rn, i) KerA⊥ImA ?

Odpowied¹ uzasadnij (wystarcz¡ przykªady lub kontrprzykªady).

Zadanie 7. Czy A KerA ⊂ KerA ∀A ∈ Rn×n? Kiedy KerA ⊂ A KerA?
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Zadanie 8. Niech A ∈ Rm×n. Poka», »e

rankAT A = rankAAT = rankA

oraz:
Im AT A = ImAT , Im AAT = ImA
KerAT A = KerA, KerAAT = KerAT .

Zadanie 9. Niech A ∈ Rm×n oraz B ∈ Rn×p. Udowodnij poni»sz¡ równo±¢

dimKer AB = dimKerB + dim KerA ∩ ImB .

Zadanie 10. Niech A ∈ Rm×n oraz B ∈ Rn×p. Udowodnij poni»sze imp-
likacje:

rankB = n ⇒ rankAB = rankA ∧ ImAB = ImA

rankA = n ⇒ rankAB = rankB ∧ KerAB = KerB .

Zadanie 11. Poka», »e iloczyn macierzy ortogonalnych jest macierz¡ or-
togonaln¡.

Zadanie 12. Poka», »e euklidesowa norma w Rn jest niezmiennicza wzgl¦-
dem ortogonalnych przeksztaªce«. Co mo»esz powiedzie¢ o innych normach?

Zadanie 13. Poka», »e macierz rzutu ortogonalnego przestrzeni Rn na
dan¡ podprzestrze« M ma posta¢ wyznaczon¡ w sposób jednoznaczny.

Zadanie 14. Czy ∀A ∈ Rn×n obowi¡zuje równo±¢ A+A = AA+?

Zadanie 15. Czy dla dowolnych macierzy A oraz B o stosownych wymi-
arach zawsze zachodzi (AB)+ = B+A+? Co powiesz o macierzach nieosobli-
wych?

Zadanie 16. Niech A ∈ Rm×n. Poka», »e dla A o peªnym kolumnowym
rz¦dzie zachodzi A+ = (AT A)−1AT , za± dla A o peªnym rz¦dzie wierszowym
mamy A+ = AT (AAT )−1.

Zadanie 17. Wektory ai ∈ Rm, i ∈ {1, . . . , m}, tworz¡ pewn¡ ortonor-
maln¡ baz¦ w Rm. Poka», »e ∀a ∈ Rm w bazie tej okre±lona jest jednoz-
naczna reprezentacja a =

∑m
i=1(a

T
i a)ai.
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Zadanie 18. Udowodnij, »e pseudoodwrotno±¢ A+ dowolnej macierzy A
charakteryzuj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci: (A+)+ = A oraz (AT )+ = (A+)T .
Poka», »e dla nieosobliwych macierzy zachodzi A+ = A−1.

Zadanie 19. Oblicz A+ dla: A = 1, A = 0, A = [ 1 0 ], A = [ 1 1 ]T ,
A = [ 0 0 ]T oraz A = [ 1 0

0 0 ]. Wyznacz rozkªad svd tych macierzy.

Zadanie 20. Poka», »e AB = 0n×m ⇔ B+A+ = 0m×n.

Zadanie 21. Niech U, V ⊂ Rn. Poka», »e Rn = U ⊕ V ⇔ U ∩ V =
0n ∧ U + V = Rn.

Zadanie 22. Niech A = UΣV T oznacza rozkªad svd danej macierzy A.
Sprawd¹, »e macierz V Σ+UT speªnia 'aksjomaty' pseudoodwrotno±ci A+ tej
macierzy w sensie Moore'a-Penrose'a.

Zadanie 23. Poka», »e ∀A ∈ Rm×n:

AT = AT AA+ = A+AAT , A+ = AT (AAT )+ = (AT A)+AT

(AT A)+ = A+(AT )+, (AAT )+ = (AT )+A+

oraz

Im A+ = Im AT = Im A+A, KerA+ = KerAT = KerAA+ .

Zadanie 24. Dane s¡ A ∈ Rm×n oraz b ∈ Rm. Niech b ∈ ImA. Poka»,
»e równanie Ax = b posiada w Rn rozwi¡zanie opisane ogóln¡ formuª¡ x =
x0 + x1, gdzie x0 ∈ Rn speªnia równo±¢ Ax0 = b, za± x1 ∈ KerA. Co b¦dzie,
gdy b 6∈ Im A?

Zadanie 25. Zbadaj mo»liwo±ci MATLABowych funkcji: norm, rank, eig,
inv, pinv, qr, svd, orth, null oraz cond. Co w MATLABie oznacza eps oraz
�ops?

Zadanie 26. Rozwa»my liniowe zadanie najmniejszych kwadratów Ax = b,
A ∈ Rm×n. Niech m ≥ n. MATLAB udost¦pnia tu dwie mo»liwo±ci:

x=pinv(A)*b, co odpowiada wektorowi x = A+b o minimalnej euklidesowej
normie,
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x=A\b, co odpowiada wektorowi x o co najwy»ej r niezerowych wspóªrz¦d-
nych.

W przypadku zadania z macierz¡ A ∈ Rm×n, m < n, rozwi¡zanie odpowied-
niego niedookre±lonego liniowego zadania najmniejszych kwadratów Ax = b,
zapisane w MATLABowym kodzie jako x=A\b, prowadzi do wektora x, który:

- minimalizuje euklidesow¡ norm¦ wektora residualnego Ax− b,

- charakteryzuje si¦ minimaln¡ warto±ci¡ euklidesowej normy,

- posiada co najwy»ej r niezerowych wspóªrz¦dnych, gdzie rankA = r ≤ m.

Rozwi¡zanie x = A+b, b¡d¡c wolnym od ostatniego z wymienionych wy»ej
ogranicze«, charakteryzuje si¦ z reguªy mniejsz¡ warto±ci¡ normy euklides-
owej.

Niech x = [ −1 0 2 ]T oraz y = [ −2 −1 1 ]T . Skomentuj wyniki
nast¦puj¡cych MATLABowych esperymentów: x\y, y/x, (x'\y')', x'y/x'x,
pinv(x), pinv(x)*y oraz (pinv(x')*y')'. ¤


