Dodatek A

Piotr Jacek Suchomski

Przestrzen liniowa. Podprzestrzen. Przeksztalcenie liniowe

Niech K bedzie ciatem liczbowym, a X niepustym zbiorem. Zaktada sie, iz
w zbiorze X okreslone sa dwa dziatania:

- dodawanie elementow zbioru X: X x X 3 (a,b) —a+be X,

- mnozenie elementéw zbioru X przez elementy ciata K: K x X 3 (a,a) —
aa € X.

Elementy ciala K nazywane sa skalarami, zas elementy zbioru X - wektorams.
Zbior X jest przestrzeniq liniowqg (wektorowq) nad ciatem K| jezeli spetnione
sa nastepujace warunki:

a+b=b+a V(ab)eX xX,

-(a+b)+c=a+(b+c) V(abc)e X xX xX,

rownanie a+2z = b ma doktadnie jedno rozwigzanie w zbiorze X oznaczane
jakoz =b—a V(a,b) € X x X,

-ala+b)=aa+ab VY(a,a,b) e Kx X x X,

- (a+pBla=aA+PBA V(a,B,a) € Kx K x X,

- a(fa) = (af)a Y(a,f,a) € K x K x X,

- la=a Vaec X, gdziel € K jest jednodcia ciata K.
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2 DODATEK A.

Element Ox € X taki, ze Va € X zachodzi a + 0x = a nazywany jest
zerem przestrzeni X. 7 kolei, elementem odwrotnym do a € X jest taki
element b € X, ze a +b = 0x. Element odwrotny do a oznaczany jest
przez —a . Va € X zachodzi Oa = Ox, gdzie 0 € K oznacza zero ciata K.
7 powyzszej definicji przestrzeni liniowej wynika, iz zbiér X z dzialaniem
dodawania wektoréw tworzy strukture algebraiczna grupy przemiennej.
Niech X; C X, i € {1,...,k}, oznacza rodzine podzbioréw przestrzeni
liniowej X. Przez sume algebraiczng tych podzbioréw rozumie sie zbiér

k k
ZXi:{an;a:Zai, aiEXi,’ie{l,...,k}}.
i=1

i=1

Niech X bedzie przestrzenig liniowa. Podzbiér Xg C X nazywany jest pod-
przestrzeniq liniowq przestrzeni X, jezeli spelnia aksjomaty przestrzeni lin-
iowej z dziataniem grupowym i mnozeniem przez skalar obcietymi do Xj.
Rozmaitoscig liniowq (hiperptaszczyzng) w X jest kazdy podzbior o postaci:
{a € X : a={ao} + Xo}, gdzie ap € X, zas Xo C X jest podprzestrzenia
liniowa w X. Prostg przechodzaca przez punkt agp € X w kierunku a1 € X
jest nastepujacy podzbior przestrzeni X: {a € X : a =ap+ aa1,a € K}.
Kazda prosta przechodzaca przez punkt Ox € X jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni X.

Niech X i Y beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K,
a zbior D(A) C X podprzestrzenia liniowa w X. Przeksztalcenie (odw-
zorowanie) A : X D D(A) — Y nazywane jest liniowym, gdy spelnione sa
nastepujace warunki:

- Alaa) = aA(a) Y(a,a) €e K x D(A) C K x X,
- Ala+0b) = A(a) + A(b) Y(a,b) € D(A) x D(A) C X x X

Wartosé przeksztalcenia liniowego A dla a € D(A) oznacza sie jako Aa.
Zbior D(A) C X nazywany jest dziedzing przeksztatcenia A. Przez L(X,Y)
oznacza sie zbiér wszystkich przeksztatceri liniowych okreglonych na dziedz-
inach zawartych w X oraz o wartoéciach w Y. Nalezy zauwazy¢, iz w ogoél-
nosci £(X,Y) moze nie by¢ przestrzenia liniows ze wzgledu na odmiennie
zdefiniowane dziedziny przeksztalcen tego zbioru. Gdy rozwaza sie przeksz-
tatcenia liniowe okreslone na calej przestrzeni X o wartoséciach w Y, zbio6r
L(X,Y) oznaczany teraz jako Lo(X,Y), jest przestrzenia liniowa. Zachodzi
przy tym Lo(X,Y) C L(X,Y). Zbiory L(X, X) oraz Lo(X, X) oznacza sie
odpowiednio £(X) oraz Lo(X).

Dalsze rozwazania dotyczy¢ beda przestrzeni liniowych nad cialem liczb
rzeczywistych R oraz zespolonych C.



Wektory i macierze

Niech R™*™ oznacza przestrzen liniowg macierzy rzeczywistych o wymiarach
mXxn

ail e Qln
AeR™" & A=laijlicqr,. m), jeft,..n} = [Qijlmn =

Gml **° Qmn

Niekiedy elementy macierzy A € R™*™ indeksujemy jako a;;, gdzie i €
{1,...,m} oraz j € {1,...,n}.
Oprocz dodawania macierzy (R™*™ x R™*™ — R™*™)

C=A+B : c¢j=uaj;+by, ie{l,....m}, je{l,...,n}
oraz mnozenia macierzy przez skalar (R x R™*"™ — R™M*™)
B=aA : bj=aa; ic{l,....,m}, je{l,...,n}
do podstawowych dziatan zdefiniowanych dla macierzy naleza:

- mnozenie macierzy (R™*" x R"*P — R™*P)
n
C=AB : Cij:Zaikbkj7 iE{l,...,m},jE{l,...,p}
k=1

- transpozycja macierzy (RM*" — R"*™)
B=AT bij:aﬂ, iE{l,...,m},jE{l,...,n}.
Przez R rozumie sie przestrzen liniowa wektoréw kolumnowych (R™ =
R™*1). Wspotrzedne wektora o € R™ oznacza sie przy pomocy pojedynczej

notacji indeksowej x = [ x1 -+ @, |T. ¥(z,y) € R™ x R" okreslony jest
iloczyn zewnetrzny vy’ € R™MX"

1Yyr - T1Yn

Im¥Yt - TmYn

V(z,y) € R™xR™ okreslony jest sloczyn wewnetrzny 7y € R tych wektorow

m
2Ty ="z
=1
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Macierz A € R™"™ nazywana jest rzeczywista macierza kwadratowq.
Macierz kwadratowa I,, € R™*" o postaci

1 - 0
I, = : oo
0 --- 1

jest macierzg jednostkowq w R™ ™. Jezeli macierze kwadratowe A, B € R™"*"
spelniaja réwnanie AB = I,, wowczas o macierzy B moéwi sie, ze jest
macierza, odwrotng macierzy A (co zapisujemy jako B = A1), za$ macierz
A nazywa sie macierza nieosobliwg. Analogicznie mamy A = B~!). Dla
danej nieosobliwej macierzy A € R™"™ macierz odwrotna A~! € R™*" jest
jednoznacznie wyznaczong macierza nieosobliwa. Dla nieosobliwej macierzy
A € R™™ zachodzi (A~1)~! = A, a ponadto (A™1)T = (AT)~!, co pozwala
na przyjecie oznaczenia A~7 = (A~1)T,

Liniowa niezaleznosé. Baza

Niech {a; € R™}! ;| bedzie zbiorem wektoréw. Wektor a € R™, dla ktorego
zachodzi

n
a:Zaiai, a; €Rie{l,...,n}
i=1
jest kombinacjg liniowg wektorow {a; € R™}" ;. Niech P C R™ bedzie
podzbiorem przestrzeni R”. Zbiorowi temu mozna przyporzadkowac nastepu-
jacy podzbiér span P C R™

k
spanP:{ae]Rm : a:Zaiai, keN, o; €R, a; € P, ie{l,...,k}}
i=1

nazywany powlokq liniowq zbioru P. Powloka span P jest najmniejsza (ze
wzgledu na inkluzje) podprzestrzenia liniowa przestrzeni R™ zawierajaca
zbior P. O powtoce span P méwi sie takze jako o podprzestrzeni liniowej
rozpietej na zbiorze P.

Niech P; i P» beda podzbiorami przestrzeni liniowej R™. Zbiory te sa
wzajemnie liniowo niezalezne, gdy P # {0m}, P> # {04} oraz span Py N
span P = {0,,}. A zatem, zadnego niezerowego wektora ze zbioru P; nie
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru P» i na
odwroét. Zbior P C R™ jest liniowo niezalezny, jezeli 0,, ¢ P oraz Ya € P
przekroj {a}Nspan {P\{a}} jest zbiorem pustym: {a}Nspan {P\{a}} = 0.



Z powyzszego wynika, ze wektory {a; € R™}"_, sa liniowo niezalezne (tworza
uktad wektorow liniowo niezaleznych), jezeli

n
Zaiai:Om, aeR ie{l,....n} | = (;=0,i€{1,...,n}).
j=i

W przeciwnym razie wektory {a; € R™}! | nazywane sa wektorami liniowo
zaleznymi — co oznacza, ze istnieja takie skalary a; € R, 7 € {1,...,n}, nie
wszystkie rowne zeru, dla ktérych powyzsza kombinacja liniowa jest wek-
torem zerowym 0,, € R™. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektorow
{a; € R™} | tworzy powtoke liniowa span {a;}7

n
R™ D span {a;};—; = {a eER™ : a= Zaiai, a, €R, i € {1,...,n}} .
i=1
Niech b € span {a;}!_,. W przypadku, w ktorym wektory {a;}7_,, sa liniowo
niezalezne, wektor b jest jednoznacznie okreslona kombinacja liniowa tych
wektorow.
Niech {S; C R™}¥_, bedzie rodzina podprzestrzeni liniowych przestrzeni
R™. Sumg tych podprzestrzeni jest zbior

k k
Sl+"'+SkZZSZ’Z{SERm : S:Zai, a; €5, iG{l,...,k}}

i=1 =1

za$ ich przekrojem — zbiér

k
SN NSe=()Si={s€R™ : s€8;, ic{l,....k}} .

i=1
Poniewaz 0., € S;, © € {1,...,k}, zatem przekroj dowolnych podprzestrzeni
liniowych przestrzeni R™ jest niepusty. Suma oraz przekr6j podprzestrzeni
{S; C R™}F_| sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R™.

Podprzestrzen S C R™ jest sumgq prostq podprzestrzeni {S; C R™}E_

co zapisuje sie jako

S=S o -aS=ESs
i=1
jezeli Vs € S posiada jednoznaczng reprezentacje

k
SZZ(IZ', aiESi,iE{l,...,k}}.

=1
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Podprzestrzen S C R™ jest suma prosta podprzestrzeni {S; C Rm}le wtedy
i tylko wtedy, gdy:

-S=5+--+8,

- (S14-+S)NSit1 =0, i € {1,...,k—1} (co oznacza, ze podprzestrzenie
Si, 1 € {1,...,k}, sy wzajemnie liniowo niezalezne).

Zbior wektorow {a; C R™}F_| nazywa si¢ bazq podprzestrzeni S C R™,
jezeli

-a; €8, i€{1,...,k},
- a;, i €{1,...,k}, sa liniowo niezalezne,
- S =span{a;}}_;.

Whszystkie bazy podprzestrzeni S C R™ maja taka sama liczbe elementow —
okreslana jako wymiar tej podprzestrzeni (dim S). Gdy S = {0,,}, przyjmuje
sie dim .S = 0.

Niech S C R™ bedzie k-wymiarows, podprzestrzenia liniows. Wtedy:

baze S tworzy kazdy zbiér k liniowo niezaleznych wektoréw nalezacych do
S,

kazdy zbior k41 wektoroéw nalezacych do S jest zbiorem wektoréw liniowo
zaleznych,

kazdy zbiér wektoréow liniowo niezaleznych nalezacych do S da sie uzu-
petnié do bazy tej podprzestrzeni,

jezeli wektory a; € S, i € {1,...,k}, tworzag baze podprzestrzeni S to
Ya € S posiada jednoznaczng reprezentacje w tej bazie

k
a:Zaiai, a; €R, e {l,... k}
=1

(skalary «y, i € {1,...,k}, nazywane sa wspdtrzednymi wektora a w
bazie {a;}F_,).

Niech 51,52 C R™ oznaczajg podprzestrzenie liniowe przestrzeni R™.
Wymiar sumy 51 + Sz tych podprzestrzeni okreslony jest wzorem

dim(Sl + SQ) = dim S; + dim Sy — dim(51 N SQ) .



W przypadku sumy prostej S1 @ Sz otrzymuje sie
dim(S; @ S2) = dim S + dim Sy .

Wrzory powyzsze mozna bez trudu uogdélni¢ na wieksza liczbe skladnikéw;
przyktadowo dla sumy prostej podprzestrzeni zachodzi

k k
dim@Si = ZdimSi.
=1 =1

Macierz przeksztalcenia liniowego

Macierz A € R™*" traktowa¢ mozna jako macierz pewnego przeksztalce-
nia liniowego R®” — R"™: =z +— Az. Zbior wszystkich takich macierzy
jest bowiem izomorficzny ze zbiorem Lo(R"™,R™) wszystkich przeksztatcen
liniowych przestrzeni R™ w przestrzen R™. Wektor y = Ax € R™ jest
obrazem wektora z € R", za$ dla danego wektora y € R™ kazdy wektor
x € R™ dla ktorego zachodzi y = Ax jest przeciwobrazem wektora y. Za-
uwazmy, ze gdy y ¢ A(R™) taki przeciwobraz jest zbiorem pustym. Dla
A : R" — R™ wyrdznia sie dwie podprzestrzenie tego przeksztatcenia,
czesto okredlane takze jako podprzestrzenie zwigzane z macierzg A € R"™*™,
Zbior Im A C R™ zdefiniowany jako

ImA={yeR™ : Iz eR"  y= Az}

nazywany jest obrazem (przestrzenig warto$ci, przestrzeniq zasiegowq) przek-
sztalcenia A (macierzy A). Zbior Ker A C R", okreslany jako przestrzen ze-
rowa (jgdro) odwzorowania A (macierzy A), zdefiniowany jest nastepujaco

KerA={x €R" : Az =0,}.

Dla macierzy A= [ a1 -+ a, | € R™", q; € R™, i € {1,...,n}, obraz
Im A jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni R rozpieta na kolumnach tej
macierzy: Im A = span{a;}?_ ;. O Im A mowi si¢ jako o kolumnowej pod-
przestrzeni danej macierzy A. Przestrzen zerowa Ker A macierzy A € R™*"
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R™.

Rzqd przeksztatcenia liniowego A : R™ — R™ (rzqd macierzy A) defin-
iowany jest jako

rank A = dimIm A.

Poniewaz zachodzi rank A = rank AT, zatem:
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- rzad macierzy A jest rowny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych kol-
umn oraz maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych wierszy tej macierzy,

- rank A < min{m,n} .

Macierz A € R™*" jest macierza regularng (macierza o petnym rzedzie), gdy
rank A = min{m,n}. Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego A : R" —
R™ (dowolnej macierzy A € R"™*™) zachodzi

dimKer A +dimIm A =dimKer A +rank A = dimR" = n.

Wynika stad, iz dla macierzy kwadratowej A € R™ ™ ponizsze warunki sg
rownowazne:

- macierz A jest nieosobliwa,

- Ker A = {0,},

- macierz A ma pelny rzad (rank A = n)

W oparciu o podane wyzej definicje mozna pokazad, ze:

0 gdya=0,
1 gdy a# 0,

ranka = { Va € R",

0 gdy (a=0,)V(b=0y,)
1 gdy (a # 0n) A (b# Op)

rank (A + B) <rank A +rank B V(A, B) € R™*" x R"*"

rank (ab?) = { V(a,b) € R" x R™,

rank (AB) < min{rank A, rank B} V(A, B) € R™*" x R"*P |
Dla dowolnych A € R™*™ oraz B € R™*P zachodzi

rank AB = rankB —dimImBNKer A
= rank A — dimIm AT N Ker BT .

Podprzestrzen liniowa S C R™ jest podprzestrzenia niezmienniczq (in-
wariantng) przeksztatcenia A : R™ — R", gdy Va € S zachodzi Aa € S.
Oznacza to, ze obraz podprzestrzeni S wzgledem przeksztatcenia A zawiera
sie w St AS C S. Podprzestrzen taks okresla sie takze jako A-inwariantna.



Ortogonalno$é

Zbior wektorow {x; € R™}E_, jest ortogonalny, gdy x¥x; =0, i # j, i,j €
{1,...,k}. Jezeli ponadto zlx; = 1,4 € {1,...,k}, zbi6r ten jest okreslany
jako ortonormalny (dla zbioru takiego zachodzi zatem szxj = 0;5, gdzie 0;5,
i,7 € {1,...,k}, oznacza symbol Kroneckera). Fakt x]x; = 0 zapisujemy
jako z; L xj. O podprzestrzeniach S; C R™, ¢ € {1,...,k}, mowi sie,
ze stanowia rodzine podprzestrzeni wzajemnie ortogonalnych, gdy V(z,y) €
S;xS; C R™xR™ zachodzi 2Ty = 0,7 # j,4,j € {1,...,k}. Niech S C R™
oznacza podprzestrzen liniowa przestrzeni R™. Ortogonalnym uzupetnieniem
tej podprzestrzeni jest zbior

RS> St={zeR™ : 2Ty=0 WyeS}.
Zachodzi:
- S+ jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R™,
- dim S + dim S+ = m,
- VA e R™*"  Im A+ = Ker AT oraz Im (AT)+ = Ker A .

Wektory {a; € R™}¥ | tworzg ortonormalng baze podprzestrzeni liniowe;
S C R™, gdy sa ortonormalne (a zatem liniowo niezalezne!) oraz S =
span {a;}*_;. W przypadku, gdy dimS = k < m, baze te mozna za-
wsze rozszerzy¢ do bazy ortonormalnej {ai,...,ar, aki1,...,am} w R™.
Zachodzi wowczas S+ = span{a;}7, ;. Niech zatem wektory a; € R™,
i € {l,...,m}, tworzg ortonormalng baze przestrzeni R". Va € R™ w bazie
tej okreslona jest jednoznaczna reprezentacja

m
a= Z(a?a)ai :
i=1

Dla dowolnej (niekoniecznie ortonormalnej) bazy {a; € R™}™, istnieje i jest
jednoznacznie okreslona baza sprzezona {b; € R™}"™ | taka, ze:

- zbior {b; € R}, jest baza w przestrzeni R™,
- bZTaj :51‘3‘7 1,] € {1,...,m} .

O zbiorach {a; € R™}™, oraz {b; € R™}", mowi sie, ze stanowia biortog-
onalny uktad wektorow w R™. W takim przypadku baze sprzezona {b; €
R™}™ | tworza kolumny macierzy [ by -+ by |=[a1 -+ amn |7T. Na-
lezy podkresli¢, iz w przypadku k-wymiarowej podprzestrzeni S C R™,
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k < m baza sprzezona danej bazy {a; € S} | tej podprzestrzeni moze
nie istnieé¢ lub tez moze by¢ okreslona niejednoznacznie.

Macierz A = [ a1 -+ an | € R™" m > n, jest kolumnowo ortogo-
nalna, jezeli jej kolumny a;, i € {1,---,n}, sa niezerowe oraz tworza uklad
ortogonalny. Macierz A € R™*" m > n, jest zatem kolumnowo ortogo-
nalna wtedy i tylko wtedy, gdy ATA = I,. Macierz A € R™" m < n,
jest wierszowo ortogonalna, gdy AT jest kolumnowo ortogonalna. Macierz
A € R™" m < n, jest zatem wierszowo ortogonalna wtedy i tylko wtedy,
gdy AAT = 1,,.

W przypadku macierzy kwadratowych A € R™*" wyréznia sie:

- macierze symetryczane: AT = A,
- macierze skosnie symetryczne: AT = —A,
- macierze dodatnio okreslone: 7 Az >0 Va € R"\{0,},

- macierze dodatnio poétokreslone (niewjemnie okreslone): x7 Az >0 Vx €
R™,

- macierze nieokreslone: 3(x,y) € R™ x R™ takie, ze (1 Az)(yT Ay) < 0,

- macierze ortogonalne: ATA = 1I,,,

- macierze nilpotentne: Ik € N takie, ze AF = 0,4,

- macierze idempotentne: A% = A.

Dla dowolnej macierzy ortogonalnej A € R™*™ zachodzi:

A jest kolumnowo oraz wierszowo ortogonalna,

- A jest nieosobliwa (A™' = A7), przy czym macierz odwrotna A~! jest
takze macierza ortogonalna,

|det A| =1,

przeksztalcenie A : R” — R” jest przeksztatcenim R™ na R”, a jego
niezmiennikiem jest iloczyn wewnetrzny wektorow (V(z,y) € R™ x R"
zachodzi bowiem (Az)” (Ay) = 2Ty).

Niech A, B € R™*". Jezeli istnieje taka nieosobliwa macierz X € R™*™
ze B = XTAX, wowczas o macierzach A i B mowi sie, ze sa kongruentne.
Niezmiennikami relacji kongruencji sa cechy symetrii, skosnej symetrii oraz
okreslonogci macierzy. Macierze A i B, dla ktorych obowiazuje relacja B =
X1AX s macierzami podobnymi. Niezmiennikami relacji podobienistwa
macierzy s3 widma tych macierzy, ich wyznaczniki oraz slady.
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Rzuty

Niech R* = M & W, gdzie M, W C R"™ oznaczaja pewne podprzestrzenie
liniowe przestrzeni R". Vo € R” istnieje woéwczas jednoznaczne przedstawie-
nie = x)s + xw takie, ze xpy € M oraz xw € W. Przeksztalcenie liniowe
P : R" — M, zdefiniowane jako

T +— Pr=uxpym

nazywane jest rzutem przestrzeni R™ na podprzestrzenn M réwnolegtym do
podprzestrzeni W. Podprzestrzen M okreslana jest jako przestrzen rzu-
towania, a podprzestrzen W jako kierunek rzutowania przeksztatcenia P. 7
powyzszej definicji wynika, ze:

- ImP =M oraz Ker P =W,
- gdy W = R" rzut P jest przeksztatceniem zerowym (P = Opxp),
- gdy W ={0,} rzut P jest przeksztalceniem identycznosciowym (P = I,,).

Macierz P € R™" przeksztalcenia rzutowego P : R"™ — R” jest
macierza idempotentna (P? = P). Prawdziwe jest takze twierdzenie gloszace,
ze kazde przeksztatcenie liniowe P : R"™ — R"™ o idempotentnej macierzy
P jest przeksztalceniem rzutowym. Przestrzenia rzutowania tego przeksz-
talcenia jest obraz Im P, a kierunkiem rzutowania jadro Ker P, przy czym
w omawianym przypadku zachodzi InP = {a € R" : Pa = a} oraz
KerP ={a € R"” : a=0b— Pbbec R"}. Jezeli P € R™" jest macierza
przeksztalcenia rzutowego wowczas I, — P jest macierza przeksztatcenia
rzutowego przestrzeni R™ na podprzestrzenn Ker P réwnolegtego do pod-
przestrzeni Im P. W przypadku, gdy W = M<' rzut przestrzeni R” na
podprzestrzeri M réwnolegly do podprzestrzeni M- nazywany jest rzutem
ortogonalnym R™ na M.

Niech {v; € ]R"}f:l bedzie dowolng ortonormalng baza podprzestrzeni
M o wymiarze dim M = k. Macierz P = VV7T, gdzie V=[v; --- v | €
R™** jest owa jednoznacznie wyznaczona macierza rzutu ortogonalnego. Va €
R™ istnieje jednoznaczne przedstawienie x = xps + x 1 takie, ze xpyy € M
oraz x);1 € M*. Poniewaz x); mozna wyrazié¢ jako
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za$ dla 2,1 zachodzi VTz,,1 = 0y, zatem

k k
VVle = vvlegy = Z(viT:L’M)V(VTUi) = Z(viTJ:M)Vei
i=1 i=1
k
= Z(viTmM)vi =Ty
i=1
gdzie przez e; € R* oznaczono i-ty wersor przestrzeni R, i € {1,... k}.

Macierz P rzutu ortogonalnego jest przeto symetryczng macierzg idempo-
tentng (P? = P, PT = P).

Dla dowolnej podprzestrzeni M C R™ prawdziwe jest takze nastepujace
twierdzenie: jezeli macierz P € R™*" spetnia warunki: Im P = M, P?> = P
oraz PT = P, wowczas P jest macierza rzutu ortogonalnego przestrzeni
R™ na podprzestrzern M. 7 idempotentnosci P wynika bowiem, 7e P jest
macierza rzutu R™ na M réwnoleglego do Ker P. Poniewaz Ker P = Im prt
= Im P+, zatem kierunek rzutowania macierzy P jest ortogonalny do prze-
strzeni rzutowania M.

Zagadnienie wlasne

Zagadnienie wlasne, zwiazane z macierza A € R™ " (liniowym operatorem
A : R" - R" (C" — C"), polega na wyznaczeniu zbioru wektoréw wtasnych
{z; € R"} ,, czyli zbioru kierunkéw A-niezmienniczych oraz zbioru wartosci
wtasnych (widma) {\; € R (C)}, dla ktorych zachodzi

Ax; = \jx;, xi#on,ie{l,...,n}.

Aby jednorodne liniowe réwnanie (A — \;I,)z; = 0, posiadato niezerowe
rozwigzanie x; € Ker (A — \;I,), x; # 0, musi obowiazywa¢ nieréwnosc

dimKer (A —\1,) >0, ie{l,...,n}.
Wynika stad, ze wartosci wlasne {\;}!"; wyznaczymy, rozwazajac warunek
rank (A — N\l,) <n, i€{l,...,n}.

Wartosci wlasne macierzy A musza przeto spelia¢ nastepujace algebraiczne
réwnanie stopnia n

det(A— NI,) =0, ie{l,...,n}.

Twierdzenie Cayley’a-Hamiltona glosi, ze kazda macierz A € R™*"™ spel-
nia swoje réwnanie charakterystyczne: @ a(A) = Opxn, gdzie p4(A) = det(A,
—A) jest charakterystycznym wielomianem tej macierzy.
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Rozklad macierzy wedlug wartosci szczegolnych

Niech A € R™*"™. Dowolng taka macierz mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu

A=UxvT

gdzie: U € R™¥™ oraz V € R™ " sy jest macierzami ortogonalnymi (U7 =
UL, VT =V~1) zag ¥ € R™*" jest macierza blokowo diagonalna,

Y Y Orx(n—r)
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

o diagonalnej podmacierzy 3, € R™"

o1 0 0
R L R
0 0 o,

gdzie r = rank A, za$ nieujemne liczby
op=2022:-20p>0

to wartosci szczegdlne macierzy A (osobliwe, singularne, stad svd - singular
value decomposition). Wygodnie jest przyjac, ze 0,41 = -+ = Omin (mun} =
0. Dana macierz A € R™*™ posiada przeto r dodatnich wartosci szczegol-
nych oraz min{m, n} —r zerowych wartosci szczegélnych. Kolumny u; € R™,

i € {1,...,m} ortonormalnej macierzy U = [u; -+ upm | sa lewymi
wektorami szczegdlnymi macierzy A, za$ kolumny v; € R i € {1,...,n}
ortonormalnej macierzy V.= [ vy -+ v, | nazywane sa prawymi wek-

torami szczegdlnymi macierzy A. Obowigzuja nastepujace uzyteczne roéw-
nosci:

- UTAV =3,
- UZT’LL]' = 52']', 1, ] € {1,...,m},
-UZ-TU]‘:(SU, i,j€{17...,n}.

Macierzy A € R™*™ mozna w jednoznaczny sposob przyporzadkowad
macierz pseudoodwrotng AT € R™™ ™. Pseudoodwrotnogé¢ rozumiana, jest w
sensie Moore’a-Penrose’a, co oznacza, ze macierz AT musi spelnia¢ nastepu-
jace relacje, ktore traktowaé¢ mozna jako definicje omawianego typu uogdl-
nionej odwrotnosci:
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- ATA = (ATA)T,
_AAT = (44T,
- AATA = A,

_ATAAT = AT .

Operacja pseudoodwracania macierzy charakteryzuje sie nastepujacymi wlas-
nosciami:

ATt = (ATt =4

Y

- (AT = (AT,

dla nieosobliwej macierzy A € R™*" mamy AT = A=,

Ran

jezeli dany jest rozklad svd macierzy A € , wowczas rzad macierzy A
mozna wyznaczy¢ w oparciu o indeks najmniejszej niezerowej wartosci
szczegblne] tej macierzy

rank A = arg min o
1<i<min{m,n}

;>0

Macierz pseudoodwrotng A wyrazi¢ mozna, korzystajac z rozkladu macierzy
A € R™™ wedtug jej wartosci szczegolnych. Niech zatem bedzie dany taki
rozktad A = USVT, gdzie: U € R™X™_ % € R™X" zag V € R™¥". Macierz
AT przyjmuje postacé

AT =vetuT,
w ktorej
it Er_l Orx(m—r) »t e Rxm
O(n—r)xr O(n—'r)x(m—r) 7 '
zas
ot 0 - 0
-1
¥ ! = diag {ai_l}::l = 0 oy 0
0 .. 0 o7t

Rozwazmy ortonormalne bazy podprzestrzeni Im A C R™ oraz Ker A C
R" zwiazanych z macierza A € R™*™. Wymiary tych podprzestrzeni wynosza
dimIm A = r oraz dimKer A = n — r, gdzie r = rank A. Zaktada sie nie-
trywialny przypadek r > 1. Baze przestrzen kolumnowej Im A macierzy A
mozna utworzy¢ z kazdego obrazu r liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy,
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otrzymanego w dowolnym nieosobliwym przeksztatceniu liniowym. Baze
te mozna nastepnie poddaé ortonormalizacji, uzyskujac poszukiwana baze
ortonormalna. Przyktadowa baze¢ ortonormalna mozna takze wyznaczyd,
korzystajac z rozktadu svd macierzy A: A = UXVT. W tym celu dokonuje
sie nastepujacej partycji macierzy czynnikowych U € R™*™ oraz V € R™*™:
U = [U U ]eR™™ U, eR™", U, cR™m7)
vV = [ |74 ‘7; ] GRan7 v, GR”XT, ‘7; eRnX(nfr).

Macierz A posiada zatem nastepujaca reprezentacje
A=UsvT =05, V],
Jak tatwo zauwazy¢
rank U, = rank ¥, =rankV, =7r

co oznacza, ze kolumny macierzy Uy, czyli odpowiednie lewe szczegdlne wek-
tory rozwazanej macierzy A, stanowig poszukiwana ortonormalng baze pod-
przestrzeni Im A
Im A = span {u;};_, .

Rozwazmy z kolei przestrzen zerowa Ker A danej macierzy A € R™*™.
Przyjmujemy, ze rozpatrujemy nietrywialny przypadek r < m. Poniewaz
przestrzenn Ker A jest ortogonalnym uzupetnieniem przestrzeni kolumnowe;j
macierzy AT € R™ ™ co zapisujemy jako Ker A = ImATL, a zatem na
podstawie réwnodci:

AT = vxTut =v.xTur
Im AT = span {v;}]_,
oraz wlasnosci macierzy V wnioskujemy, ze poszukiwana ortonormalna baza

podprzestrzeni Ker A jest zbior kolumn macierzy V,. (czyli odpowiednie prawe
wektory szczegolne rozwazanej macierzy A)

Ker A = span {v;};,,;, dimKerA=rankV,=n—r.

Mamy ponadto
Ker AT = span {u;}", .,

a takze:

span {ui}::l @ span {ui}?lvdrl = R”

span {v;};_; ©span {v;};_, ., = R"



16 DODATEK A.

oraz:
1
span {ui}i_; = (span {ui}i’,.,)
1
span {v;};_; = (span {vi}?:TH) .

Poszukujac macierzy ortogonalnych projekcji na podprzestrzenie zwigzane
z macierza A € R™ " przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

Py 4 — macierz ortogonalnej projekcji R™ na Im A,

Pxer A — macierz ortogonalnej projekeji R™ na Ker A,

Py, 4L — macierz ortogonalnej projekcji R™ na Im A+,

Pyer 4L — macierz ortogonalnej projekcji R™ na Ker A+ .
Dodatkowo dla macierzy transponowane;j:

Py, a7 — macierz ortogonalnej projekcji R™ na Im A7,

Py 47 — macierz ortogonalnej projekcji R™ na Ker AT,

Uwzgledniajac powyzsze ustalenia, otrzymujemy nastepujace reprezentacje
macierzy wymienionych projekcji:

PIrnA = UTU7T7 PImAERmxm,

Tards
Pieena = ViV, Pkea € R™",
o y
Pryar = Pgepar = UTUT o Prmac, Pgerar e R™*™,
T X
Pierar = Pomar = ViVi',  Pgepat, Prpar € RV
Ponadto:
rank Ppna = T,
rank PKerA = n—-r,
rank P, 410 =rank P a7 = m—r,
rank P a1 =rank P 7 = n—r.

Po wykonaniu elementarnych przeksztalcen uzyskujemy uzyteczne formuty:

AAT = UUT,
ATA = vvT,
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z ktorych wynikaja nastepujace reprezenatcje macierzy projekcji, wyrazone
przy uzyciu macierzy pseudoodwrotne;j:
PImA = AA+7
PKer Al == A+A .
Zauwazmy wreszcie, ze na podstawie macierzy pseudoodwrotnej tatwo jest
takze okresli¢ macierze projekcji Pp, 4L oraz Pger A:
PIII] Al — Im - AA+,
Piera = I,—ATA.

Norma
Niech X oznacza przestrzen liniowa nad ciatem K. Funkcje || - || okreslona
na X, || - || : X — R, nazywamy normg, jezeli:

lz|| >0 VrelX,
lazx| = |af - ||| Vzre X, Vace K,
lz+yll <zl + [yl Vz,ye€X,

|z =0 & = =0x .

Gdy X =R" lub C", wtedy dlaz =[ #; --- 2, |7 mamy:
n 1/p
zll, = <j£:|$ﬂp>
i=1
leloe = max [z

Dla X = R"™*™ lub C™*" przy A = [a;j]m,n mamy:

m
IAl: = max Y |ay]
1<j<n 4
=1
n
|4l = max 3 Jay|
<im
m n 1/2
IAlr = [D0D layl?
i=1 j=1
|Alls = a(A) = max oi(A).

1<¢<min{m,n}
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Norma || - || to norma Frobeniusa (macierzowa norma euklidesowa, norma
Schura), zas || - ||s jest macierzowa norma spektralng. Niech A € R™*"
(C™*™).  Rozwazajac wektorowe normy w przestrzeniach R™ (C™) oraz
R™ (C™), zdefiniowa¢ mozna odpowiednie indukowane macierzowe normy
(normy liniowego operatora A : R"™ — R™ (C" — C™))

[Az]|
Al|ing = m .
Al = 5288
Ktadac wektorowe euklidesowe normy, mamy || - [[ina = 1| - 2 =1 - s

Liniowe zadanie najmniejszych kwadratéow

Rozwazmy nastepujace liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw

gdzie A € R™*™ b € R™ (przy czym zwykle zaklada sie m > n), w ktorym
poszukiwane rozwigzanie x € R" spelnia nastepujacy warunek

x = arg min llyll2 -
y=arg min ||Az—bl|2, yeR™
ZER™

7 powyzszego wynika, ze jako rozwiazanie x przyjmuje sie to sposréd rozwia-
zan y € R™ problemu minimalizacji euklidesowej normy residualnego wektora
y = arg min||Az — bl|2

zER"™
ktore posiada najmniejsza euklidesowa norme. Problem minimalizacji normy
|| Az —b||2 moze bowiem, w ogdlnosci, nie posiada¢ jednoznacznego rozwigza-
nia.

Przystepujac do rozwigzania liniowego zadania najmniejszych kwadratéw,
zauwazmy przede wszystkim, ze euklidesowa norma danego wektora jest
niezmiennicza wzgledem dowolnego ortogonalnego przeksztalcenia: ||z|l2 =
|Tx||2, V2 € R?, VT € R™™ : T=! = TT. Niech rank A = r < n. Stosujac
rozktad svd A =UXVT, U € R™™ V € R™" oraz ¥ € R™*" uzyskujemy
nastepujaca reprezenatcje euklidesowej normy wektora residualnego

JAz = blls = [US V& — bz = £ V7e — UTb]l2 = |I£ & — B[,

gdzie:

o
|
J
~
o
S
|
—
o>
S
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7 kolei, uwzgledniajac posta¢ macierzy X , otrzymujemy

IS & —blla= | Y (os@i —bi)2+ > b7
=1 i=r+1

Powyzsze wyrazenie, traktowane jako funkcja niewiadomych {Z;};_;, przyj-
muje warto$¢ minimalng przy

bi

Ti=—, t€{1l,...,7}.

= ie )

Zauwazmy, iz wartos¢ ta nie zalezy od {Z;}j_,

122 —blla| . =
wiZbi/Ui, ZE{].,...,T‘}

Aby zatem norma |z|2 = [|[VZ|]2 = ||Z||2 miata minimalng wartog¢, wspot-
rzedne {Z;}i_, | nalezy przyrownac do zera

=0, ic{r+1,...,n}.

Powyzsze rozumowanie mozna przedstawi¢ w nastepujacej sformalizowane;j
postaci, korzystajac z pojecia macierzy pseudoodwrotnej

=2t =xtU"r = 2=Vi=VXtUulb=A"h.

W przypadku, gdy macierz A € R™*" m > n, posiada pelny kolumnowy
rzad, rank A = n, zadanie minimalizacji euklidesowej normy wektora residu-
alnego Az —b posiada jednoznaczne rozwiazanie, wynikajace z nastepujacego
uktadu réwnan normalnych

AT Az = AT,
W rozwazanym przypadku
z=(ATA) " ATp

co stanowi szczegdlng posta¢ poprzednio okreslonego ogdlnego przepisu x =
ATb rozwiagzania liniowego zadania najmniejszych kwadratéw, przy czym
teraz

At = (ATA) ' AT,
Gdy macierz A € R™*"™ 'm > n, jest macierza o niepelnym kolumnowym
rzedzie, rank A = r < n, zadanie minimalizacji euklidesowej normy wektora,
residualnego Ax — b nie posiada jednoznacznego rozwigzania.
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Zadania

Zadanie 1. Pokaz, ze VA € R™ "™ zaréwno Im A jak i Ker A sa pod-
przestrzeniami A-inwariantnymi.

Zadanie 2. Niech S C R™ bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni R™.
Pokaz, 7e: St jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R™ oraz dim S+ =
m — dim S.

Zadanie 3. Pokaz, ze dowolne niezerowe ortogonalne wektory sa liniowo
niezalezne.

Zadanie 4. Udowodnij, ze relacje kongruencji oraz podobienstwa sa relac-
jami rownowaznosgci w R™*"™,

Zadanie 5. Pokaz, ze:

- macierz dodatnio okreslona jest nieosobliwa, przy czym odwrotnosé macierzy
dodatnio okreslonej jest macierza dodatnio okreslona,

- odwrotnosci nieosobliwych macierzy symetrycznych, nieosobliwych jednos-
tkowych macierzy trojkatnych oraz nieosobliwych macierzy tréjkat-
nych sa odpowiednio nieosobliwymi macierzami symetrycznymi, jed-
nostkowymi macierzami tréjkatnymi oraz macierzami tréjkatnymi,

- macierz AT A, gdzie A € R™*" jest macierza dodatnio potokreslona;

macierz ta jest dodatnio okreglona wtedy i tylko wtedy, gdy rank A = n
(A jest macierza o pelnym kolumnowym rzedzie).

Zadanie 6. Niech A € R™". Czy moga obowiazywaé nastepujace relacje:

a) dimImA=0, b) dimKerA=0, ¢) ImACKerA,
d) KerACImA, e) KerA=ImA, f) KerA=0J,
g) ImA=R" h) KerA=R" i) KerAlImA?

Odpowiedz uzasadnij (wystarcza przykiady lub kontrprzyktady).

Zadanie 7. Czy AKerAC KerA VA € R"™"? Kiedy Ker A C AKer A?
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Zadanie 8. Niech A € R™*", Pokaz, ze

rank AT A = rank AAT = rank A

oraz:

ImATA=Im AT, ImAAT =Im A
Ker ATA =Ker A, Ker AAT = Ker AT .

Zadanie 9. Niech A € R™*" oraz B € R™*P. Udowodnij ponizsza rownosc

dimKer AB = dimKer B+ dimKer ANIm B.

Zadanie 10. Niech A € R™*" oraz B € R™P. Udowodnij ponizsze imp-
likacje:

rank B=n = rankAB =rankA AN ImAB=ImA
rankA=n = rankAB =rankB A KerAB = KerB.

Zadanie 11. Pokaz, ze iloczyn macierzy ortogonalnych jest macierza or-
togonalng.

Zadanie 12. Pokaz, ze euklidesowa norma w R™ jest niezmiennicza wzgle-
dem ortogonalnych przeksztatcen. Co mozesz powiedzie¢ o innych normach?

Zadanie 13. Pokaz, ze macierz rzutu ortogonalnego przestrzeni R" na
dana podprzestrzeri M ma posta¢ wyznaczong w sposob jednoznaczny.

Zadanie 14. Czy VA € R™*" obowigzuje r6wnos¢ ATA = AAT?

Zadanie 15. Czy dla dowolnych macierzy A oraz B o stosownych wymi-
arach zawsze zachodzi (AB)" = BT A"? Co powiesz o macierzach nieosobli-
wych?

Zadanie 16. Niech A € R™*", Pokaz, ze dla A o pelnym kolumnowym
rzedzie zachodzi AT = (AT A)~t AT zas dla A o pelnym rzedzie wierszowym
mamy At = AT(AAT)~1,

Zadanie 17. Wektory a; € R™, i € {1,...,m}, tworza pewna ortonor-

malng baze w R™. Pokaz, ze Va € R™ w bazie tej okreslona jest jednoz-

naczna reprezentacja a = Y o (al'a)a;.
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Zadanie 18. Udowodnij, ze pseudoodwrotnoéé AT dowolnej macierzy A
charakteryzuja nastepujace wlasnosci: (A7)t = A oraz (AT)* = (AT)T.
Pokaz, ze dla nieosobliwych macierzy zachodzi AT = A~1L.

Zadanie 19. Oblicz AT dla: A=1,4A=0,A=[1 0], A=[1 1],
A=[0 0]Toraz A=[} ] Wyznacz rozktad svd tych macierzy.

Zadanie 20. Pokaz, ze AB = 0pxm < BTAT = 0,4n.

Zadanie 21. Niech U,V C R". Pokaz, ze R®" = UV & UNV =
0, NU+V =R"

Zadanie 22. Niech A = USVT oznacza rozklad svd danej macierzy A.
Sprawdz, ze macierz VE1TUT spelnia ’aksjomaty’ pseudoodwrotnogci At tej
macierzy w sensie Moore’a-Penrose’a.

Zadanie 23. Pokaz, ze VA € R™*"™;
AT = ATAAT = ATAAT, At = AT(AAT)T = (AT A)+ AT
(ATA)+ — A+(AT)+, (AAT)+ — (AT)+A+

oraz

ImAT =Im AT =ImATA, Ker AT = Ker AT = Ker AA™T.

Zadanie 24. Dane sg A € R™*" oraz b € R™. Niech b € Im A. Pokaz,
ze rownanie Ax = b posiada w R™ rozwigzanie opisane ogdlng formuty x =
o + x1, gdzie xg € R™ spetnia rownosé Azg = b, zas x1 € Ker A. Co bedzie,
gdy b & Im A?

Zadanie 25. Zbadaj mozliwosci MATLABowych funkcji: norm, rank, eig,
inv, pinv, gr, svd, orth, null oraz cond. Co w MATLABie oznacza eps oraz
flops?

Zadanie 26. Rozwazmy liniowe zadanie najmniejszych kwadratow Az = b,
A € R™*™ Niech m > n. MATLAB udostepnia tu dwie mozliwosci:

x=pinv(A)*b, co odpowiada wektorowi z = A*b o minimalnej euklidesowe;j
normie,
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x=A\b, co odpowiada wektorowi x o co najwyzej r niezerowych wspotrzed-
nych.

W przypadku zadania z macierza A € R™*" m < n, rozwigzanie odpowied-
niego niedookreglonego liniowego zadania najmniejszych kwadratow Ax = b,
zapisane w MATLABowym kodzie jako x=A\b, prowadzi do wektora x, ktéry:

- minimalizuje euklidesowa norme wektora residualnego Ax — b,
- charakteryzuje si¢ minimalng wartodcia euklidesowej normy,
- posiada co najwyzej r niezerowych wspoétrzednych, gdzie rank A = r < m.

Rozwigzanie * = A*bh, badac wolnym od ostatniego z wymienionych wyzej
ograniczen, charakteryzuje sie z reguty mniejsza wartoscia normy euklides-
owej.

Niechz =[ -1 0 2]Torazy=[ -2 —1 1]7. Skomentuj wyniki

nastepujacych MATLABowych esperymentow: x\y, y/x, (x’\y?)’, x’y/x’x,
pinv(x), pinv(x)*y oraz (pinv(x?)*y’)’. [



