e Przestrzen liniowa. Podprzestrzen

Niech X; € X, ¢ € {1,...,k}, oznacza rodzine
podzbioréw przestrzeni liniowej X.

Przez sume algebraiczng tych podzbiorow rozumie
sie zbior

k
{aEX ; a:Zai, a; € X;, ie{l,...,k}}.

1=1

Niech X bedzie przestrzenia liniowa.

Podzbior Xy C X nazywany jest podprzestrzenia
liniowg przestrzeni X, jezeli spetnia aksjomaty prze-
strzeni liniowej z dziataniem grupowym i mnozeniem
przez skalar obcietymi do Xj.

Rozmaitoscia liniowa (hiperplaszczyzna) w X
jest kazdy podzbiér o postaci:
{fae X : a={a}+ Xo}

gdzie ag € X, zas Xy C X jest podprzestrzenia liniowg
w X.



e Przeksztalcenie liniowe

A: XDDA —-Y

e Liniowa niezalezno$¢. Baza

Niech {a; € R} ;| bedzie zbiorem wektorow. Wek-
tor a € R, dla ktorego zachodzi

n
&IZO&@'C%, a €R ie{l,....,n}

i=1
jest kombinacjg liniowa wektorow {a; € R™},.
Niech P C R™ bedzie podzbiorem przestrzeni R™.

Zbiorowi temu przyporzadkowujemy nastepujacy podzbior
span P C R™

( k e N, )
i a, € R
P = Rm: — 1Wi ' 7
span {ac a ;oza | 0 € P, >
\ 26{1,...,/{})

nazywany powtoka liniowa zbioru P.

Powtoka span P jest najmniejsza (ze wzgledu na in-
kluzje) podprzestrzenig liniows przestrzeni R™ zawier-
ajaca zbior P.



Niech P; i P» beda podzbiorami przestrzeni R™.

Zbiory te sa wzajemnie liniowo niezalezne, gdy

Pl #{Om}a P27é {Om}

oraz

span P; N span P, = {0,,,}.

Wektory {a; € R™}!" | sa liniowo niezalezne, jezeli

Zaiaiz()m, a €R, ie{l,....,n}
j=i
Y
(OéZ'ZO, ZG{L,TL}) .

Niech {S; € R™}* | bedzie rodzing podprzestrzeni

liniowych przestrzeni R™.

Suma tych podprzestrzeni jest zbior

k
Sttt S=) 8=
=1

k
{séRm ; SZZai, a; € 5;, iE{l,...,k}}
i=1
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Zas ich przekrojem — zbior
SiN---NS, =
k
(1Si={seR" : s€S,ic{l,....k}}.
i=1
Poniewaz 0, € S;, i € {1,...,k}, zatem przekro]
dowolnych podprzestrzeni liniowych przestrzeni R jest
niepusty.
Suma oraz przekroj podprzestrzeni {S; C R™}¥_, s
podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R™.
Podprzestrzen S C R™ jest sumg prosta podprze-
strzeni {S; C R™}F_|, co zapisuje sie jako

k
S=Sa-a5 =@
1=1

jezeli Vs € S posiada jednoznaczna reprezentacje

k
SZZCLZ', CL@'ESi,’ZE{l,...,]{?}.
1=1
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Zbior wektoréw {a; C R™}E | nazywa sie baza pod-
przestrzeni S C R™ jezeli

-a; €9,1 € {1,...,]{3},
- a;,1 € {1,...,k}, sa liniowo niezalezne,

- S =span{a;}F .

Wszystkie bazy podprzestrzeni S C R™ maja taka sama
liczbe elementow — okreSlana jako wymiar tej pod-
przestrzeni (dim 5).

Niech 571,55 C R™ oznaczaja podprzestrzenie lin-
iowe przestrzeni R™. Wymiar sumy S; + S tych pod-
przestrzeni okreslony jest wzorem

dim(Sl + SQ) = dim S7 4+ dim .Sy — dim(Sl M SQ) .

W przypadku sumy prostej S; & Sy otrzymuje sie

dim(Sl D SQ) = dim S7 + dim .5 .



e Macierz przeksztalcenia liniowego

Macierz A € R™*" traktowa¢ mozna jako macierz
pewnego przeksztalcenia liniowego

R" - R": o2 +— Azx.

Zbioér wszystkich takich macierzy jest bowiem izomor-
ficzny ze zbiorem Lo(R", R™) wszystkich przeksztatcen
liniowych przestrzeni R" w przestrzen R™.

Wektor y = Ax € R jest obrazem wektora z € R”,
zas$ dla danego wektora y € R™ kazdy wektor x € R",
dla ktorego zachodzi y = Ax jest przeciwobrazem
wektora y.

Zauwazmy, ze gdy y ¢ A(R") taki przeciwobraz jest
zbiorem pustym.

Dla A : R" — R™ wyro6znia sie dwie podprzestrze-
nie tego przeksztalcenia, czesto okreslane takze jako
podprzestrzenie zwiazane z macierzg A € R"*".



(%) Zbior Im A C R™ zdefiniowany jako
ImA={yeR" : dJx eR" + y= Az}

nazywany jest obrazem (przestrzenia wartosci, prze-
strzenia zasiegowa) przeksztatcenia A (macierzy A).

(x) Zbior Ker A C R", okreslany jako przestrzen
zerowa (jadro) odwzorowania A (macierzy A), zdefi-
niowany jest nastepujaco

KerA={zeR" : Az =0,,}.
Dla macierzy A = [al an] e R™" a; € R™,

i € {1,...,n}, obraz Im A jest podprzestrzenig liniowa
przestrzeni R rozpieta na kolumnach tej macierzy:

Im A = span{a;} ;.

O Im A moéwi sie jako o kolumnowej podprzestrzeni
danej macierzy A.

Przestrzenn zerowa Ker A macierzy A € R"™*" jest
podprzestrzenia liniowa przestrzeni R".



Rzad przeksztalcenia liniowego
A R"—R"
czyli rzad macierzy A zdefiniowany jest jako

rank A = dimIm A .

Poniewaz zachodzi rank A = rank A’ zatem:

- rzad macierzy A jest rowny maksymalnej liczbie li-
niowo niezaleznych kolumn oraz maksymalnej licz-
bie liniowo niezaleznych wierszy tej macierzy,

- rank A < min{m,n} .

Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego A : R" —
R™ (dowolnej macierzy A € R™*") zachodzi:

dimKer A +dimIm A = dimKer A +rank A
= dimR"

= n.
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Wiynika stad, iz dla macierzy kwadratowej A € R™*"
ponizsze warunki sa rownowazne:

- macierz A jest nieosobliwa,
- Ker A = {0,,},

- macierz A ma pelny rzad (rank A = n)

Dla dowolnych A € R™*" oraz B € R"*P zachodzi

rank AB = rank B —dimIm BN Ker A
— rank A — dimIm AT N Ker B .

Podprzestrzen liniowa S C R" jest podprzestrzenia
niezmiennicza (inwariantna) przeksztalcenia A : R”
— R”, gdy

YaeS Aacbs.

Oznacza to, ze obraz podprzestrzeni S wzgledem prze-
ksztatcenia A zawiera sie w S

AS C S.

Podprzestrzen taka okresla sie takze jako A-inwariantna.

e Ortogonalnos¢ e Rzuty
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e Zagadnienie wlasne

Zagadnienie wlasne, zwiagzane z macierza A € R"*"
(liniowym operatorem)

A:R"-R" (C"—-C"

polega na wyznaczeniu zbioru wektorow wtasnych

{z; € R"}!" | czyli zbioru kierunkéw A-niezmienniczych

oraz zbioru wartosci wlasnych (widma) {\; € R (C)}},,

dla ktorych zachodzi

Ax; = Nixg, ZCZ#On,’LG{l,,n}

Aby jednorodne liniowe réwnanie
(A—N1,)z; =0,
posiadalo niezerowe rozwiazanie
x; € Ker (A — \1y,), x; #0,
musi obowigzywaé nieré6wnosé

dimKer (A — \1,) >0, ie{l,...,n}.
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Wynika stad, ze wartosci wtasne {\; }I.; wyznaczymy,
rozwazajac warunek

rank (A — N1,) <n, 1€{l,...,n}.

Wartosci wlasne macierzy A musza przeto spetniaé
nastepujace algebraiczne réwnanie stopnia n

det(A—N1,) =0, ie{l,...,n}.

Twierdzenie Cayley’a-Hamiltona glosi, ze kazda
macierz A € R"™" spelnia swoje rownanie charak-
terystyczne:

SOA(A> — Onxn

gdzie p4(A) = det(A\I, —A) jest wielomianem charak-
terystycznym tej macierzy.
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e Norma

Niech X oznacza przestrzen liniowa nad cialem K.
Funkcje

-1 X—-R
nazywamy norma, jezeli:

|lz|]| >0 Vze X,
|lazx|| =|a| - ||z]] Vre X, VaeK,
|z +yll < l=f| + lyll  Va,y € X,

|lz|| =0 < x=0x .

Gdy X = R" lub C", wtedy dla o = [2; --- @, |1

mamy:
n 1/]?
el = (z w)
=1

l#lloe = max |z
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Dla X = R"™" lub C™*" przy A = |aij]mn mamy:

m
1Al = gj&gnzmij\
1=1
n
|Ale = max > ||
1<i<m <
7=1
1/2
m n
Al = | DD lagl’
i=1 j=1
Alls = d(A4) = (A).
[4lls = o(d) = _ max  oi(4)
Norma || - ||r to norma Frobeniusa (macierzowa
norma euklidesowa, norma Schura), zas || - ||s jest

macierzowa norma spektralna.

Niech A € R™" (C™"). Rozwazajac wektorowe
normy w przestrzeniach R™ (C™) oraz R™ (C"), zde-
finiowa¢ mozna odpowiednie indukowane macierzowe
normy (normy operatora A : R" — R" (C" — C™))

Ja
Allina = .
B P

Ktadac wektorowe normy euklidesowe, mamy

| Nima =10 Mle=1 - s
PJSuchomski



