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• Przestrze« liniowa. Podprzestrze«

Niech Xi ⊂ X , i ∈ {1, . . . , k}, oznacza rodzin¦
podzbiorów przestrzeni liniowej X.

Przez sum¦ algebraiczn¡ tych podzbiorów rozumie
si¦ zbiór

k∑
i=1

Xi =

{
a ∈ X : a =

k∑
i=1

ai, ai ∈ Xi, i ∈ {1, . . . , k}
}

.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡.
Podzbiór X0 ⊂ X nazywany jest podprzestrzeni¡

liniow¡ przestrzeni X , je»eli speªnia aksjomaty prze-
strzeni liniowej z dziaªaniem grupowym i mno»eniem
przez skalar obci¦tymi do X0.

Rozmaito±ci¡ liniow¡ (hiperpªaszczyzn¡) w X

jest ka»dy podzbiór o postaci:
{a ∈ X : a = {a0} + X0}

gdzie a0 ∈ X , za± X0 ⊂ X jest podprzestrzeni¡ liniow¡
w X .
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• Przeksztaªcenie liniowe

A : X ⊃ D(A) → Y

• Liniowa niezale»no±¢. Baza
Niech {ai ∈ Rm}n

i=1 b¦dzie zbiorem wektorów. Wek-
tor a ∈ Rm, dla którego zachodzi

a =

n∑
i=1

αiai, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}

jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów {ai ∈ Rm}n
i=1.

Niech P ⊂ Rm b¦dzie podzbiorem przestrzeni Rm.
Zbiorowi temu przyporz¡dkowujemy nast¦puj¡cy podzbiór
span P ⊂ Rm

span P =





a ∈ Rm : a =

k∑
i=1

αiai,

k ∈ N,

αi ∈ R,

ai ∈ P,

i ∈ {1, . . . , k}





nazywany powªok¡ liniow¡ zbioru P .

Powªoka span P jest najmniejsz¡ (ze wzgl¦du na in-
kluzj¦) podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rm zawier-
aj¡c¡ zbiór P .
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Niech P1 i P2 b¦d¡ podzbiorami przestrzeni Rm.

Zbiory te s¡ wzajemnie liniowo niezale»ne, gdy
P1 6= {0m}, P2 6= {0m}

oraz
span P1 ∩ span P2 = {0m}.

Wektory {ai ∈ Rm}n
i=1 s¡ liniowo niezale»ne, je»eli




n∑
j=i

αiai = 0m, αi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}



⇓
(αi = 0, i ∈ {1, . . . , n}) .

Niech {Si ⊂ Rm}k
i=1 b¦dzie rodzin¡ podprzestrzeni

liniowych przestrzeni Rm.
Sum¡ tych podprzestrzeni jest zbiór

S1 + · · · + Sk =

k∑
i=1

Si =

{
s ∈ Rm : s =

k∑
i=1

ai, ai ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}
}
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Za± ich przekrojem � zbiór

S1 ∩ · · · ∩ Sk =

k⋂
i=1

Si = {s ∈ Rm : s ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}} .

Poniewa» 0m ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k}, zatem przekrój
dowolnych podprzestrzeni liniowych przestrzeni Rm jest
niepusty.

Suma oraz przekrój podprzestrzeni {Si ⊂ Rm}k
i=1 s¡

podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni Rm.

Podprzestrze« S ⊂ Rm jest sum¡ prost¡ podprze-
strzeni {Si ⊂ Rm}k

i=1, co zapisuje si¦ jako

S = S1 ⊕ · · · ⊕ Si =

k⊕
i=1

Si

je»eli ∀s ∈ S posiada jednoznaczn¡ reprezentacj¦

s =

k∑
i=1

ai, ai ∈ Si, i ∈ {1, . . . , k} .
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Zbiór wektorów {ai ⊂ Rm}k
i=1 nazywa si¦ baz¡ pod-

przestrzeni S ⊂ Rm, je»eli

- ai ∈ S, i ∈ {1, . . . , k},
- ai, i ∈ {1, . . . , k}, s¡ liniowo niezale»ne,

- S = span {ai}k
i=1 .

Wszystkie bazy podprzestrzeni S ⊂ Rm maj¡ tak¡ sam¡
liczb¦ elementów � okre±lan¡ jako wymiar tej pod-
przestrzeni (dim S).

Niech S1, S2 ⊂ Rm oznaczaj¡ podprzestrzenie lin-
iowe przestrzeni Rm. Wymiar sumy S1 + S2 tych pod-
przestrzeni okre±lony jest wzorem

dim(S1 + S2) = dim S1 + dim S2 − dim(S1 ∩ S2) .

W przypadku sumy prostej S1 ⊕ S2 otrzymuje si¦

dim(S1 ⊕ S2) = dim S1 + dim S2 .
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• Macierz przeksztaªcenia liniowego

Macierz A ∈ Rm×n traktowa¢ mo»na jako macierz
pewnego przeksztaªcenia liniowego

Rn → Rm : x 7→ Ax.

Zbiór wszystkich takich macierzy jest bowiem izomor-
�czny ze zbiorem L0(Rn,Rm) wszystkich przeksztaªce«
liniowych przestrzeni Rn w przestrze« Rm.

Wektor y = Ax ∈ Rm jest obrazem wektora x ∈ Rn,
za± dla danego wektora y ∈ Rm ka»dy wektor x ∈ Rn,
dla którego zachodzi y = Ax jest przeciwobrazem
wektora y.

Zauwa»my, »e gdy y /∈ A(Rn) taki przeciwobraz jest
zbiorem pustym.

Dla A : Rn → Rm wyró»nia si¦ dwie podprzestrze-
nie tego przeksztaªcenia, cz¦sto okre±lane tak»e jako
podprzestrzenie zwi¡zane z macierz¡ A ∈ Rm×n.
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(?) Zbiór Im A ⊂ Rm zde�niowany jako

Im A = {y ∈ Rm : ∃x ∈ Rn ` y = Ax}
nazywany jest obrazem (przestrzeni¡ warto±ci, prze-
strzeni¡ zasi¦gow¡) przeksztaªcenia A (macierzy A).

(?) Zbiór Ker A ⊂ Rn, okre±lany jako przestrze«
zerowa (j¡dro) odwzorowania A (macierzy A), zde�-
niowany jest nast¦puj¡co

Ker A = {x ∈ Rn : Ax = 0m} .

Dla macierzy A =
[

a1 · · · an

] ∈ Rm×n, ai ∈ Rm,
i ∈ {1, . . . , n}, obraz Im A jest podprzestrzeni¡ liniow¡
przestrzeni Rm rozpiet¡ na kolumnach tej macierzy:

Im A = span {ai}n
i=1.

O Im A mówi si¦ jako o kolumnowej podprzestrzeni
danej macierzy A.

Przestrze« zerowa Ker A macierzy A ∈ Rm×n jest
podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rn.
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Rz¡d przeksztaªcenia liniowego

A : Rn → Rm

czyli rz¡d macierzy A zde�niowany jest jako

rank A = dim Im A .

Poniewa» zachodzi rank A = rank AT , zatem:

- rz¡d macierzy A jest równy maksymalnej liczbie li-
niowo niezale»nych kolumn oraz maksymalnej licz-
bie liniowo niezale»nych wierszy tej macierzy,

- rank A ≤ min{m,n} .

Dla dowolnego przeksztaªcenia liniowego A : Rn →
Rm (dowolnej macierzy A ∈ Rm×n) zachodzi:

dim Ker A + dim Im A = dim Ker A + rank A

= dimRn

= n .
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Wynika st¡d, i» dla macierzy kwadratowej A ∈ Rn×n

poni»sze warunki s¡ równowa»ne:

- macierz A jest nieosobliwa,
- Ker A = {0n},
- macierz A ma peªny rz¡d (rank A = n) .

Dla dowolnych A ∈ Rm×n oraz B ∈ Rn×p zachodzi

rank AB = rank B − dim Im B ∩ Ker A

= rank A− dim Im AT ∩ Ker BT .

Podprzestrze« liniowa S ⊂ Rn jest podprzestrzeni¡
niezmiennicz¡ (inwariantn¡) przeksztaªcenia A : Rn

→ Rn, gdy
∀a ∈ S Aa ∈ S.

Oznacza to, »e obraz podprzestrzeni S wzgl¦dem prze-
ksztaªcenia A zawiera si¦ w S

AS ⊂ S.

Podprzestrze« tak¡ okre±la si¦ tak»e jako A-inwariantn¡.

• Ortogonalno±¢ • Rzuty
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• Zagadnienie wªasne
Zagadnienie wªasne, zwi¡zane z macierz¡ A ∈ Rn×n

(liniowym operatorem)

A : Rn → Rn (Cn → Cn)

polega na wyznaczeniu zbioru wektorów wªasnych
{xi ∈ Rn}n

i=1, czyli zbioru kierunków A-niezmienniczych
oraz zbioruwarto±ci wªasnych (widma) {λi ∈ R (C)}n

i=1,
dla których zachodzi

Axi = λixi, xi 6= 0n, i ∈ {1, . . . , n} .

Aby jednorodne liniowe równanie

(A− λiIn)xi = 0n

posiadaªo niezerowe rozwi¡zanie

xi ∈ Ker (A− λiIn), xi 6= 0n

musi obowi¡zywa¢ nierówno±¢

dim Ker (A− λiIn) > 0, i ∈ {1, . . . , n} .
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Wynika st¡d, »e warto±ci wªasne {λi}n
i=1 wyznaczymy,

rozwa»aj¡c warunek

rank (A− λiIn) < n, i ∈ {1, . . . , n} .

Warto±ci wªasne macierzy A musz¡ przeto speªnia¢
nast¦puj¡ce algebraiczne równanie stopnia n

det(A− λiIn) = 0, i ∈ {1, . . . , n} .

Twierdzenie Cayley'a-Hamiltona gªosi, »e ka»da
macierz A ∈ Rn×n speªnia swoje równanie charak-
terystyczne:

ϕA(A) = 0n×n

gdzie ϕA(λ) = det(λIn −A) jestwielomianem charak-
terystycznym tej macierzy.
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• Norma

Niech X oznacza przestrze« liniow¡ nad ciaªem K.
Funkcj¦

‖ · ‖ : X → R

nazywamy norm¡, je»eli:

‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X ,

‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀x ∈ X , ∀α ∈ K,

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀x, y ∈ X ,

‖x‖ = 0 ⇔ x = 0X .

Gdy X = Rn lub Cn, wtedy dla x = [ xi · · · xn ]T

mamy:

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

‖x‖∞ = max
i
|xi| .



13

Dla X = Rm×n lub Cm×n przy A = [aij]m,n mamy:

‖A‖1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij|

‖A‖∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij|

‖A‖F =




m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2



1/2

‖A‖s = σ̄(A) = max
1≤i≤min{m,n}

σi(A) .

Norma ‖ · ‖F to norma Frobeniusa (macierzowa
norma euklidesowa, norma Schura), za± ‖ · ‖s jest
macierzow¡ norm¡ spektraln¡.

Niech A ∈ Rm×n (Cm×n). Rozwa»aj¡c wektorowe
normy w przestrzeniach Rm (Cm) oraz Rn (Cn), zde-
�niowa¢ mo»na odpowiednie indukowane macierzowe
normy (normy operatora A : Rn → Rm (Cn → Cm))

‖A‖ind = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

Kªad¡c wektorowe normy euklidesowe, mamy

‖ · ‖ind ≡ ‖ · ‖2 = ‖ · ‖s.
PJSuchomski


